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Variedades diferenciables
Subvariedades

1.1 Definicién de variedades diferenciables

Dado un espacio (conjunto), definido por alguna condicién geométrica, topolé-
gica, analitica, etc..., no siempre se puede establecer una correspondencia biunivoca
entre sus puntos y una serie de nameros, denominados coordenadas. En la mayoria de
los casos nos tenemos que restringir a una parte de dicho espacio. Si ademés exigimos
que esta biyeccion tenga propiedades topologicas, la dificultad de encontrarla se
incrementa.

Nos restringiremos a aquellos espacios topologicos a cuyos puntos le podemos
asignar (localmente) un conjunto de ntmeros reales, de tal forma que esta corres-
pondencia venga dada por un homeomorfismo.

Una variedad diferenciable, a “grosso modo”, es un espacio topolégico donde cada
punto tiene un entorno que esta parametrizado de tal forma que la transformacion
entre dos conjuntos de parametros estd dada por funciones diferenciables. Una
funcién sobre un tal espacio topolégico puede ser considerada localmente como una
funcién de estos parametros. Por lo tanto, podemos definir la diferenciabilidad de
funciones y aplicaciones. Usando la idea de diferencial, podemos “linealizar” un
entorno suficientemente pequeno de un punto sobre una variedad y considerar un
espacio tangente. A lo largo de este curso discutiremos los hechos basicos del calculo
diferencial sobre una variedad diferenciable.

Comencemos con una serie de definiciones que nos conduzcan al concepto de
variedad diferenciable.

Definicién 1.1 Sea U C IR" un conjunto abierto del espacio euclideo n—dimensio-
nal R" y f: U — IR una funcién valuada real. Se dice que f es diferenciable
de clase C* sobre U, o simplemente que f es de clase C* (k entero no
negativo) si existen las derivadas parciales

goatetan f
(arl)al e (arn)an

(@, >0, ar+---+a, <k
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v son funciones continuas en U.
En particular, f es de clase C° si f es continua; y f es de clase C*' si

existen y son continuas las derivadas parciales 9 (siendo r': R" — IR la
r
i—ésima proyeccion candnica (i=1,2,...,n)).

Una aplicaciéon F: U — IR", se dice que es diferenciable de clase C'* si
cada una de sus funciones componentes, F* = r*+ F, i=1,2,....n es de clase
C*. Se dice que F es de clase C™ si es de clase C*, para todo k > 0.
Y, finalmente, F es de clase C'“ si es analitica, es decir, si F' puede ser
expresada como una serie de Taylor convergente en un entorno de cada
punto del dominio de definicion.

Definicién 1.2 Una variedad topoldgica n—dimensional M es un espacio topoldgico
Hausdorff (i.e. (separado o Ty) si cualquier par de puntos distintos ad-
miten entornos disjuntos), segundo contable (i.e.; con una base numerable
de conjuntos abiertos) y localmente euclideo (i.e.; tal que para cada punto
r € M, existe un subconjunto abierto U, entorno de x homeomorfo a un
subconjunto abierto del espacio euclideo IR").

Nota 1.3 De esta condicion local no se deduce que el espacio topolégico M sea
Hausdorff, como contraejemplo ver el Ejercicio 4.

Nota 1.4 Podemos, si deseamos, elegir el homeomorfismo de la Definiciéon 1.2 como
vy : Up = @4(Uy), tal que @ (x) = 0 y ademds que la imagen de ¢, sea una
bola de centro el origen y radio £, Bl'(¢). En efecto, dado cualquier ¢, aplicando
homeomoérficamente un conjunto abierto U, conteniendo a = en un conjunto abierto

de IR", sea ¢ > 0 tal que Bgm(l,)(e) C ¢s(Ug). Sea ¢ : Bgm(l,)(e) — Bi(e) la

traslacién por —p,(z). Entonces
Pr =00 P (Br, L))

aplica c,o;l(BZm(x)(e)) homeomérficamente en Bf (¢).
También, podemos elegir, en vez de una bola, un entorno cibico centrado en el

origen y de lado ¢, CJ(e).

Definicién 1.5 Sig:U — p(U) C IR" es uno de los homeomorfismos de la Defini-
cion 1.2, siendo U un abierto conexo, ¢ recibe el nombre de homeomorfismo
coordenado; U abierto coordenado; al par (U, ¢) se le denomina sistema coor-
denado o carta; cada aplicacién continua ' = r'oy se denomina funcién
coordenada; y la n—upla (2!, 2%,...,2™) se dice que es el sistema de funciones
coordenadas asociado a la carta (U, ¢).
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Fig. 1.1: Entornos homeomorfos a bolas en IR"

Nota 1.6 A veces, la carta (U, ) se representa por (U, (z',... 2")).

Nota 1.7 Como la nocion de espacio localmente euclideo es tan solo ligeramente
distinta de la nocién de variedad diferenciable que nos interesa en este curso, veremos
ejemplos de aquellos al dar los de variedades diferenciables.

Definicién 1.8 Un conjunto de cartas A = { (Ua, o)/ € A } se denomina un

atlas si verifica |J Uy = M.
a€A

Definicién 1.9 Una estructura diferenciable de clase C* (1 < k < oo) sobre una
variedad topolégica M de dimensién n es una coleccion

A={(Ua,pa)/a € A}
de sistemas coordenados verificando las tres condiciones siguientes:

1. YUs=M (A es un atlas de M)
aEA

2. V(a,0)e Ax A, siUy,NUg # O, la aplicacion
p8°¢a i 9alla NUs) = ¢5(Ua N Up)

es diferenciable de clase C'*. (A atlas diferenciable )

3. La coleccion 2 es maximal con respecto a la condicion 2; es decir: si
(U, ) es un sistema de coordenadas tal que @ oo ' v @0ao ™!
clase C* para todo a € A, entonces (U,¢) € 2.

son de
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Nota 1.10 Si 2y = { (Ua,c,oa)/oz € A } es una coleccién de sistemas coordenados
satisfaciendo a las condiciones 1 y 2 de la Definicién 1.9, entonces existe una tnica
estructura diferenciable maximal 2 conteniendo a 2y. En efecto, basta considerar

o= (U, U abierto, ¢: U — ¢(U) homeomorfismo,
N A wost, waop !l son de clase C* V(Uy, pq) € Ao

Entonces, 2 contiene a 2o, claramente satisface 1, cumple la condicién 2 (Ejer-
cicio 2) y 2 es maximal por construccion. Asi, 2 define una estructura diferenciable
sobre M conteniendo a y. Evidentemente, 2 es la tnica estructura maximal que
contlene a Ag.

e al) , -
(U

=
P, 00 §i>

Fig. 1.2: Superposicion de entornos coordenados

Definicién 1.11 Una variedad diferenciable de clase C* y dimensién n es un par
(M,2() formado por una variedad topolégica M de dimensién n y una es-
tructura diferenciable 2 de clase C* sobre M.

En general, representamos la variedad diferenciable (M, 1) simplemente por M,
sobrentendiendo que cuando nos referimos a la “variedad diferenciable M” se con-
sidera sobre M una estructura diferenciable 2.

Para dar una estructura diferenciable sobre una variedad basta con dar un atlas
diferenciable (es decir, una coleccién de sistemas coordenados verificando las condi-
ciones 1 y 2 de la definicién), y éste se buscara en general no necesariamente maximal
sino lo més pequeno posible.

Notese que un mismo conjunto puede ser dotado de estructuras diferenciables dis-
tintas (ver Ejemplo 1.22), por lo que se necesita dar una definicién de “equivalencia”
entre atlas definidos sobre un mismo conjunto:

Definicion 1.12 Dos atlas diferenciables sobre M son equivalentes si su union es
también un atlas diferenciable sobre M.

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997



1.2 Ejemplos de variedades diferenciables 5

Centraremos nuestro estudio especialmente en las variedades y funciones de clase
C'*°. Esto se hace por comodidad, lo que nos permitira, entre otras ventajas, definir
un vector tangente de una forma elegante. La intencién no es adoptar las menos
hipdtesis posibles sino mas bien usar aquellos conceptos que aparecen, de un modo
natural, en una situacién general. La restricciéon no es demasiado drastica, como
muestra el siguiente resultado, debido a Whitney": “Un atlas de clase C*, (k> 0)
sobre una variedad paracompacta contiene un atlas de clase C'*°.” Sin embargo, si
tenemos una variedad topolégica (de clase C°) no siempre admite una estructura
diferenciable de clase C'!, como ha demostrado con su ejemplo Kervaire (2),

1.2 Ejemplos de variedades diferenciables
Ejemplo 1.13 IR" es una variedad diferenciable de dimensién n.

En efecto, basta tomar como 2 la estructura diferenciable maximal que contiene
a o = {(IR",1pn)}. Es decir, un atlas constituido por una sola carta formada por
el abierto U = IR" y el homeomorfismo coordenado ¢ = 1z, identidad en IR"

Ejemplo 1.14 Si (M, ) es una variedad diferenciable de dimensién n, todo abierto
U C M es de nuevo una variedad diferenciable de dimensién n (variedad inducida)
cuyo atlas viene dado por

Ay = { (Ua N U799a|UanU)/ ‘V’(Ua,c,oa) e }

En efecto, como los abiertos U, recubren a M, V,, = U, N U son abiertos en U
que lo recubren. Las aplicaciones ¢, = Paluny, : Vo = 0a(UNUy) = 0o(UNUy)
son homeomorfismos locales de U en IR". Ademés, ¢g¢ ¢, ' son diferenciables al ser
las restricciones a (U N U, NUg) de g0 @,

Ejemplo 1.15 Variedad producto

Sean (M, 2) y (M, ") variedades diferenciables de dimensiones n y n', respecti-
vamente. Entonces el espacio producto M x M’ se puede dotar, de forma candnica,
de una estructura de variedad diferenciable de dimensién n + n’, considerando para
ello el atlas

Ay = { (Ua X Vg,tpa X qbﬁ)/ ‘V’(Ua,c,oa) e y V(Vﬁ,@bﬁ) e }

Ejemplo 1.16 La esfera S" = {z € R""" /||z|| = /(21)2 4+ + (2" T1)2 = 1} es

una variedad diferenciable de dimension n.

('H. Whitney.- Geometric integration theory, Princeton, 1957.
(2)M. Kervaire.- A manifolds which does not admit any differentiable structure. Comm. Math.
Helv. 35(1961), pag 1-14.
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Sus abiertos coordenados son los conjuntos
Up; = {z €5"/(-1)/z* > 0} (j=0,1; k=1,2,....,n+1)
y los homeomorfismos coordenados son
ok Upj — By(1) ={z € R"/||z|| < 1} e N P L s N L e N
Resulta facil demostrar que este atlas es diferenciable, pues la aplicacién
prj i Bo(1) = S"
tiene la coordenada k—ésima igual a
1/2
(17 (1= (@) .
itk
que es una funcién diferenciable en el sentido usual en B (1) y ¢; es la restriccién

de una aplicacién diferenciable de R" ™! en R".

Ejemplo 1.17 El grupo lineal general GL(n, IR) admite una estructura diferenciable

de dimensién n?.

GL(n,IR), conjunto de las matrices reales de orden n con determinante no nulo,

. . . 2 , . 2
se identifica de forma natural con un subconjunto de IR"; asi, si det: IR" — IR es
la aplicacién determinante:

GL(n,IR) = det™" (IR — {0})

y, como “det” es una funcién continua, GL(n, IR) se identifica con un abierto de R™.
La estructura diferenciable en GL(n, IR) se obtiene ahora como en el Ejemplo 1.14.

Ejemplo 1.18 El espacio proyectivo real P, (IR) se puede dotar de estructura de
variedad diferenciable de dimension n.

El espacio proyectivo real P, (IR) puede definirse como el cociente de IR" T — {0}
por la relacion de equivalencia de proporcionalidad entre coordenadas homogéneas

1 7xn—I—l‘

T, ...

Se puede tomar como funciones coordenadas, las funciones
; 1 n+1 z’ o :
fi Po(R) — IR, (", 2" )] = —, 2 #0 (j,a=1,...,n+1)

X

y por recubrimiento, los abiertos
Uo ={[(a",...,a" )] /aq #£0}

(su imagen reciproca por la proyeccién candnica son abiertos en 1R"+1).
El atlas diferenciable esta formado por A = {(U,, c,oa)/oz =1,...,n+4 1} siendo
los homeomorfismos coordenados ¢,:

Pa = (fclw"'7f3_17f3+17"'7fg+1)‘

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997
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Ejemplo 1.19 La banda de Moebius

Desde el punto de vista topoldgico, puede ser descrita identificando un lado de
un rectangulo en el plano con su opuesto, recorrido en sentido contrario, en la forma
siguiente:

Consideremos en IR?, el recténgulo
20 ...
! R={(z,y) e R*/0<2 <10, 0<y<2}
: : : : : y en él definimos la relacion de equivalencia
2 4 6 8 10 14 siguiente:
Fig. 1.3: Banda de Moebius
r=ua y=1' 0<z<10 0<y<?2
(2,y) ~ (2", y) <= ¢ 2=0,2"=10 y=2—y O<y<?2
r=10,2'=0 y=2—4¢ O<y<?2

El conjunto M = R/~ con la topologia cociente (considerando en R la topologia
inducida por el plano) es la banda de Moebius.

Para definir en M un atlas de clase C'*° procedemos como sigue: Sea p: R — M
la proyeccién canénica y Uy, Uz abiertos de R dados por

U= {(x,y) eR/2<2<8, 0<y<2}

Uy ={(z,y) eR/0<a <4, 6<2<10, 0<y<2}

y sean U; = p(U;), © = 1,2, que son abiertos en M, como se comprueba inmediata-
mente.
Definimos ahora

Gr: Uy — W, C IR? Bo: Uy — W C IR?
por

Qz(w,y):{ ( (x,y) st 6<2<10

991($7y):(x7y) 1()-|-x72—y) si 0<zx<4

Es claro que 3 y 3 son continuas y Wy y Wy son los abiertos de IR* dados por
Wi ={(r,y) e R*/2<2 <8 0<y<2}

Wo = {(z,y) e R?/6 <z <14, 0<y<2}

Como @1 y p2 son compatibles con la relacion de equivalencia en R, inducen las
aplicaciones
9913U1—>W1 Yy 9923U2—>W2,

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997
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que se comprueba que son homeomorfismos. Para ver que o = {(U1, ¢1), (U2, ¢2)}
es un atlas de clase O™ en M, basta comprobar que g0 7" v 1@, " son difeo-
morfismos. En efecto, por ejemplo, el primero

proer 11U NU2) = 02U N 1)
estd dado por

- [ (z,y) 6<r<8 0<y<?2
(P20 0] )(J?ay)—{ (104 2,2—y) 2<a<4 0<y<2

Ejemplo 1.20 Un espacio vectorial real E de dimension finita, tiene una estructura
natural de variedad.

En efecto, si {e1,...,e,} es una base de E, entonces los elementos de su base
dual {6',...,6"} de E* son las funciones coordenadas de un sistema de coordenadas
globales sobre E. Tal sistema de coordenadas determina una estructura diferenciable
2 sobre E. Esta estructura diferenciable es independiente de la base elegida, pues el
cambio de coordenadas estard dado por una matriz de coeficientes constantes y no
singular.

Ejemplo 1.21 Sea f: R" — IR una funcién continua, su grafo I'y C R" es una
variedad n—dimensional.

En Ty ={ (z},..., 2% a"t)/ anFl = ,x™) }, consideramos un atlas
constituido por una sola carta ¢: U = Ff — IR , d ﬁnlda como la proyeccion sobre
las n primeras coordenadas: p(z',... 2"t!) = (2! ,x"). La aplicacién inversa
0! esté dada por

e Nt 2 = (22" f(et, . a™)
que es, evidentemente, continua.

Ejemplo 1.22 Consideremos My = (IR,2;), donde el atlas 20 consta de la dnica
carta 1jp: IR — IR, y la variedad My = (IR,®l2), cuyo atlas estda formado por la
carta ¢ : IR — IR, definida por p(z) = 2®. Entonces las variedades My y My son
distintas ya que ¢! no es de clase C'!' en el origen.

No obstante, estas variedades no son esencialmente distintas, como veremos en

el Ejemplo 1.39.

Ejemplo 1.23 El espacio de las configuraciones en un sistema mecénico es una va-
riedad diferenciable de dimension igual al ntimero de grados de libertad del sistema.

1. El espacio de configuracion de un péndulo plano es representado como los pun-
tos de una circunferencia tomando como coordenada el angulo que el péndulo
forma con una direccion fija.

2. El péndulo esférico, punto que dista una cantidad prefijada de un punto fijo,
tiene como espacio de configuraciéon una esfera.

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997



1.3 Propiedades topologicas de una variedad diferenciable 9

3. El espacio de configuracién de un péndulo doble plano (resp. esférico) es
S! x S!, es decir un toro (resp. S% x §?).

4. El espacio de configuraciéon de un sélido con un punto fijo es la variedad
SO(3,R) , constituida por las matrices ortogonales 3 x 3 con determinante
igual a 1; las coordenadas que describen esta variedad son los dngulos de Euler
que determinan la posiciéon de una terna ortonormal respecto de otra.

Se puede ver que SO(3,IR) es homeomorfo a la esfera S* con los puntos dia-
metralmente opuestos identificados, que es el espacio proyectivo real de tres

dimensiones P3(IR).

5. En toda la teoria fisica macroscopica el fenémeno fundamental es el “suceso”,
punto de una variedad de cuatro dimensiones, del espacio-tiempo: de las cuatro
coordenadas, tres son intrepretadas como coordenadas espaciales y una como
la coordenada temporal.

Nota 1.24 Veremos mas ejemplos de variedades en los parrafos dedicados al estudio
de subvariedades diferenciables. En especial, en el de subgrupos de Lie.

1.3 Propiedades topoldgicas de una variedad diferenciable

Comentaremos aqui algunas propiedades topoldgicas que posee una variedad dife-
renciable, las cuales son consecuencia inmediata de las hipotesis impuestas al espacio
topolégico subyacente. Dichas hipétesis son muy poco restrictivas a la hora de con-
siderar conjuntos sobre los que nos interesa definir una estructura diferenciable. Y
ademas, con estas restricciones topoldgicas garantizamos que sobre una variedad se
pueda definir conceptos como métrica, conexion e integral de una n—forma, entre
otros.

En los ejemplos de variedades diferenciables, que hemos reseniado en el parrafo
anterior, no nos hemos preocupado de que los conjuntos, sobre los que hemos
construido atlas diferenciables, posean las propiedades topoldgicas requeridas en
la Definiciéon 1.2. Pues bien, que tales propiedades se cumplan, surge de alguno de
los resultados que veremos a continuacion.

Del hecho de ser localmente euclidea surgen las siguientes afirmaciones:

1. Una variedad diferenciable M es un espacio topolégico localmente compacto.

2. Una variedad diferenciable M es localmente conexa.
3. Una variedad diferenciable M es conexa si y sélo si M es conexa por arcos.

La comprobaciéon de las dos primeras afirmaciones es inmediata, sin més que
considerar los homeomorfismos locales. En cuanto a la tercera, basta con establecer
que, para & € M, el conjunto

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997
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Q={ye |\/|/ Existe un camino que une = con y }
coincide con M; esto es, demostrar que @) # (), abierto y cerrado.

Nota 1.25 Supondremos, en caso de que una variedad n—dimensional M no sea
conexa, que todas sus componentes conexas son de la misma dimension.

Como hemos dicho las variedades diferenciables que vamos a considerar son de
clase C*°, apoyandonos en el resultado de Whitney (ver pag. 5) para variedades
paracompactas. Por lo que se hace necesario recordar este concepto e indicar su
relacion con las propiedades topologicas impuestas a una variedad.

Definicién 1.26 Un recubrimiento V = {V3}sep de un espacio topoldgico X se
dice que es un refinamiento de un recubrimiento dado U = {U,}aea si, para
todo elemento Vi de V existe un elemento U, de U que lo contiene.

Un recubrimientold = {Uy }aea de un espacio topoldgico X eslocalmente
finito si para todo puntox € X, existe un conjunto abierto de X que contiene
a x y que intersecta solo a un numero finito de elementos de U.

Un espacio topolégico X se llama paracompacto si es Hausdorff, y todo
recubrimiento abierto del mismo posee un refinamiento localmente finito.

Se tiene el siguiente resultado relativo a la paracompacidad de una variedad
diferenciable, que puede verse en cualquier libro de topologia general *) o en [10,

pag. 9]

Lema 1.27 Si X es un espacio topoldgico localmente compacto, Hausdorff' y se-
gundo contable (por ejemplo, una variedad), entonces es paracompacto. 4

Los Ejemplos 1.18 y 1.19 son casos de variedades abstractas, no definidas como
subconjuntos de espacios euclideos; en estos casos, se trata de espacios topologicos co-
cientes. Veamos pues los requisitos para que éstos tengan las propiedades topologicas
exigidas a una variedad.

Sea X un espacio topoldgico y ~ una relacion de equivalencia sobre X. Denota-
mos por X/~ el espacio topolégico cociente con la topologia candnica (la que hace
continua a la proyeccién candnica p: X — X/ ~). Denotamos por [A] el saturado

de A (es decir, [A] = |J{z € X /2 ~ a} ). Veamos qué condiciones debe cumplir
a€A

la relacién de equivalencia ~ para que X/~ sea segundo contable y Hausdorff:

Lema 1.28 Una relacién de equivalencia ~ sobre X es abierta (i.e. [A] es abierto
para todo A C X abierto) si y sélo si la proyeccién canénicap: X — X/~ es
una aplicacion abierta (i.e. la imagen de un abierto es un abierto). Cuando
~ es abierta y X tiene una base contable de conjuntos abiertos (i.e. X es
segundo contable), entonces también X/~ es segundo contable.

(3)J.G. Hocking; G.S. Young .- Topologia. Editorial Reverté. Barcelona. (pég. 85)
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1.3 Propiedades topologicas de una variedad diferenciable 11

Demostracién.- Sea A C X un subconjunto abierto. Ya que [A] = p~!(p(A)), sip
es abierta (p(A) es abierto) [A] es abierto, por la definicién de la topologia cociente.
Reciprocamente, si [A] es abierto implica que p(A) es abierto, luego p es abierta.

Ahora supongamos que ~ es abierta y X tiene una base contable de conjuntos
abiertos i = {U; }ier. Si W es un subconjunto abierto de X/ ~, entonces p~! (W) =

U U; para alguna subfamiliade U y W = p(p~'(W)) = Up(U;). Se concluye, al
JET JET
ser p abierta, que {p(U;)}ies es una base de conjuntos abiertos para X/ ~. 4

Lema 1.29 Sea ~ una relacién de equivalencia abierta en un espacio topolégico
X. Entonces R = {(x,y)/:z; ~ y} es un subconjunto cerrado del espacio
X x X siy sdlo si el espacio topolégico cociente X/~ es Hausdorff.

Demostracién.- Supongamos que X/ ~ es Hausdorfl y que (x,y) € R, esto es,
x 7¢ y. Entonces existen entornos abiertos disjuntos U de p(x) y V de p(y). Sean
U= p N U) y V= p~1(V), los cuales contienen a x y a y, respectivamente. Si el
conjunto abierto UxV que contiene a (x,y) intersecta a R, entonces debe contener
al punto (z',y") tal que =’ ~ y', esto es p(z') = p(y'), lo que estd en contradiccién
de la suposicion de que U NV = . Esta contradicciéon demuestra que U x V no
intersecta a R y, por tanto, R es cerrado.

Inversamente, supongamos que R es cerrado. Dado cualquier par de puntos
distintos p(x),p(y) en X/ ~, existe un conjunto abierto de la forma U x V que
contiene a (x,y) y sin puntos comunes con R. Se sigue que U = p(ﬁ) yV = p(‘N/)
son disjuntos. Por hipodtesis y por el Lema 1.28 se sigue que U y V son abiertos.

Asi, X/~ es Hausdortf. 4

Utilizando los Lemas 1.28 y 1.29 podemos establecer que el espacio topolégico
subyacente de la variedad del Ejemplo 1.18 satisface el segundo axioma de numera-
bilidad y es separado:

Espacio proyectivo. Veamos primero que es segundo contable:

Segtin el Lema 1.28, basta demostrar que la relacién de equivalencia ~ en IR"T'—
{0}, que define P, (IR), es abierta. Sea ¢y: R"T'— {0} — IR"" — {0}, la aplicacién
definida por px(x) = Az (A € IR—{0}), es claramente un homeomorfismo con inversa
ex =i ysilUC Rt — {0} es un conjunto abierto, [U] = U  @a(U) es

AeIR—{0
abierto, pues ¢ (U) es un abierto. !

Necesitamos aplicar el Lema 1.29 para probar que P, (IR") es Hausdorfl:

Sea la funcién
f: (IRn+1 —{0}) x (1R"+1 —{0}) C R xR - R
Fleng) = Fat 2yt ) = Yy — 2l
1#]
Entonces f es continua y

R = {(z,y) € (R"" = {0}) x (R"™" —{0})/z ~ y} = f71(0)
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es un subconjunto cerrado de (IR"' —{0}) x (IR"*' —{0}) y por consiguiente P, (IR)
es Hausdorft.

1.4 Funciones y aplicaciones diferenciables

Vamos a establecer el concepto de funcion diferenciable en una variedad M y el de
aplicaciones diferenciables entre variedades, para lo cual utilizaremos el lenguaje de
cartas locales y poder utilizar asi el concepto de diferenciabilidad en IR" del Céalculo.
Definicién 1.30 Sea M una variedad diferenciable. Una funcién f: M — IR se

dice que es diferenciable (de clase C™°) si para toda carta (U, ), foe™':
©(U) — IR es una funcion diferenciable de clase C*°.

Nota 1.31 La diferenciabilidad de f depende de la estructura diferenciable de M
v no de la eleccién de las cartas; pues si (U,¢) v (V, ) son dos cartas de M con
UNV # @, foe™! es diferenciable si y sélo si fo¢~! es diferenciable. Esto es
consecuencia del hecho de ser

feo ™ =(fed ") e(dop™)

1

y de que ¢~ es siempre diferenciable por la propia definiciéon de variedad dife-

renciable.

Representaremos por §(M) el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables

sobre M.

Para el estudio local es natural no sélo considerar funciones f: M — IR defini-
das en todo M sino también admitir funciones que estén definidas solamente en un
entorno de un punto de M:

Definicién 1.32 Sea = un punto de la variedad diferenciable M. Una funcién f se
dice que es diferenciable de clase C'*° en un entorno del punto z si su dominio
Dy es abierto, x € Dy y f € §(Dy), cuando en Dy se considera la estructura
diferenciable inducida por la de M.

Asi pues, f es diferenciable en un entorno del punto x € Dy, si para toda carta
(U,¢) en M con x € U, la composicién fee™': p(DyNU) — IR es diferenciable de
clase C'™°.

Denotaremos por §(z) el conjunto de las funciones diferenciables en el entorno
de z.

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997
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Algebra de las funciones diferenciables en un entorno de un punto = de una variedad

M:
Si f,g€8(x) y A€ IR, entonces f+ g, fg vy \f, definidas por

(f+9)) =Ffw)+a9ly)  (fo)y) = Fw)aly)  (AF)ly) = Af(y), y € DyND,

son funciones con dominio la interseccién de los dominios de f y de ¢ y trivialmente
f+g, fg, \f € §(a), puesto que para cada carta (U,¢), con & € U, se tiene

(f+g)ee™ =(for ™)+ (gep™),

(Fg)ee ' =(Fee™Ngew™),  (AH e =A™

Con estas operaciones el conjunto §(x) se convierte en un dlgebra.
As{ mismo, el conjunto de las funciones diferenciables sobre M, F(M), se dota de
una estructura de algebra.

Ejemplo 1.33 Sea (U, ) una carta en M, y sean (2!,...,2") las n funciones coor-
denadas de la carta; es decir, ' = r'ep, ¢ = 1,2,...,n, con r': IR" — IR las
proyecciones dadas por r'(a',...,a") = a', que son diferenciables. Entonces, cada

funcién coordenada z* € F(x), x € U. En efecto, basta tener en cuenta que, por la
propia definicién
gt =yt 1=1,2

, 32, .

Definicién 1.34 Sean My y My dos variedades diferenciables. Una aplicacion F :
M; — My se dice que es diferenciable (de clase C™) si para todo x € My
existe una carta (Uy,p1) alrededor de x y una carta (Uz, p2) alrededor de

F(x) con F(Uy) C Uy y tal que
preFeopr'o(Un) C R™ — R™

es diferenciable (Fig. 1.4).

Nota 1.35 De esta definicion se sigue que la aplicacion F' es continua, pues si B
es un abierto de My que contiene a F(x), ¢2(Uz N B) es un abierto de IR" y
(oo Fo 991_1)_1 (992((]2 N B)) es un abierto de IR"* (n1,ny dimensiones de My y Mg,

respectivamente), luego A = ¢! <(<,92 o Fopi )7 (p2(Uz N B))) es un abierto de

My y se verifica F(A) C Bj; es decir, F es continua.

Si imponemos de antemano que la aplicaciéon F': My — Ms sea continua, siempre
se puede lograr la condicién de la definicién: F(Uy) C Us.

Ademas, es claro que la definicién dada no depende de las cartas tomadas.

Veamos ahora una caracterizacion equivalente de aplicacion diferenciable entre
variedades:
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—

0.(U,) 0= -F -0 ( 7

—

— ¢,(U,)

Fig. 1.4: Aplicaciones diferenciables

Proposicién 1.36 Sean My y My dos variedades diferenciables y F : My — My
una aplicacion continua, entonces F es diferenciable si y solo si para toda
tuncion diferenciable f: W C My — IR, W abierto, f o F' es diferenciable en
F~Y(w).

Demostracién.- Sean @ € My, W un abierto de My que contiene a F(x) y una
funcién f € F(W), demostremos que fo F € F(x).

Si (Uy,¢1) v (Us,@2) son cartas alrededor de « y F(x), respectivamente, tales
que F(U;) C Us, entonces U; N F~1(U,) es un entorno abierto de z. Asi, al ser F
diferenciable en z y f € F(F(z)), resulta que @go F o] ! es diferenciable en ¢ (z)
v fopy ' es diferenciable en @o(F(z)). Luego

foFopri = (feoey)e(p2oFopr))
es diferenciable en ¢1(); lo que quiere decir que fo F es diferenciable en z.
Reciprocamente, para probar que F' es diferenciable, tenemos que establecer que
woo Fo c,ol_l es diferenciable, o, lo que es equivalente, que sus funciones componentes:
SjOS«QZOFOSol_lzijFOS«Ql_l
son diferenciables, donde s7: IR™ — IRy 9 = (y*,...,y"2). Lo cual es cierto, pues
basta tomar f =y’, (j =1,...,n2). !
Denotamos por §(M;,Ms) al conjunto de las aplicaciones diferenciables de My
en Ms.

Ejemplo 1.37 Si(U,, ¢q) es una carta local en una variedad M y sea Op = ¢o(Ua ),
abierto en IR", entonces

Po ES(UOMOCY) y 99;1 ES(OQ,UQ).
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En efecto, si 1o, : Of — O, es la carta identidad en O, se tiene que

lo,°PaPa =lo, ¥  Pacps °lg. =1lo,.

Definiciéon 1.38 Dos variedades diferenciables My y My se dice que son difeomorfas
si existe una aplicacion diferenciable F': My — My que admita inversa
F=': My — M, diferenciable. A una tal F se le denomina difeomorfismo.

Ejemplo 1.39 Si M; y My son las variedades del Ejemplo 1.22, y F': My — Mo,
estd dada por @ — F(z) = 2'/3 | es un difeomorfismo. Sin embargo, G: My — My,
definida por « — G(x) = x, es diferenciable, pero su inversa no lo es.

Nota 1.40 Dos variedades difeomorfas son necesariamente homeomorfas. El pro-
blema estriba en saber si dos variedades diferenciables homeomorfas son difeomorfas.
Se demuestra que lo son si la dimensién es 1, 2 0 3. En el caso general es preciso decir
que ello no es siempre posible, después del descubrimiento de Milnor () de la exis-
tencia de 15 estructuras diferenciables no difeomorfas sobre la esfera ST, resultado

extendido a S, S° y S31,

1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas

Un concepto de gran importancia en la teoria local de las variedades diferenciables
es el de espacio tangente en un punto. Si imaginamos que la variedad esta inmersa
en el espacio euclideo IR", resulta intuitivo hacer corresponder a cada p € M un
cierto espacio vectorial: el espacio de los vectores tangentes a M en p; es decir,
los vectores tangentes a las curvas sobre M que pasan por p. Asi, en la esfera
S?={7 ¢ 1R3/HfH = 1} inmersaen IR’, el plano tangente en un punto p (Ejercicio 17
o Corolario 1.81) es el conjunto de vectores ortogonales al vector posicién p, es decir,
{U€R3/U-ﬁ:0}

Como, en general, tal inmersiéon no viene dada canénicamente, hemos de describir
el espacio tangente mediante propiedades intrinsecas de la variedad. Esto es, recurrir
a las cartas que forman el atlas que describe su estructura diferenciable. Asi, y
volviendo al caso de superficies en IR®, un vector tangente ¥ a una superficie M en
un punto p contenido en la imagen de una representacion paramétrica local

X:ACR* > McCR  (u',u?) — X(u',u?)
viene dado por
| 0% , 0%
vV — v ——
oul ou?

(4)J. Milnor.- On manifolds homeomorphic to the 7-sphere. Ann. of Math., 64(1956), pag. 399—
405.

—
v =
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es decir, un vector estd determinado por un par de nimeros reales (v',v?), res-

pecto a una representacion paramétrica dada, que son sus componentes en la base
{0X/Out, 0%/ Ou?}.

De nuevo aqui, recurrimos a vectores tangentes en 1R3, pero éstos se pueden
entender como una aplicaciéon que asigna a cada funcién diferenciable un nimero
real determinado por el valor de la derivada direccional con respecto a ellos, en su
punto de aplicaciéon. Y a esta interpretacion de vector es a la que acudiremos en una
variedad.

Definicién 1.41 Un vector tangente a una variedad diferenciable M de dimensién
n en un punto r € M, es una aplicacion

v:g(x) - R

tal que fijada una carta coordenada (U,p) en M con © € U, existe una
n—upla (a',...,a") de niimeros reales tal que, para toda f € §(z):

n

O(fe™!)
v(f) = a'—————= :
) ; ot Je(e)
Observemos que si v: §(x) — IR es una aplicacién que verifica esta propiedad
relativamente a una carta coordenada (U,¢) con x# € U, la misma propiedad se
verifica también para cualquier carta coordenada (V,¢) con « € V; es decir, existe

una n—upla (b',...,b") de ntimeros reales tal que, Vf € §(z),

" (et
o(f) =S p Ao
Jj=1

6(x)

1

En efecto, supongamos que v tiene a (a',...,a") como n—upla asociada a la carta

(U, ¢), entonces:

(f ¥ 1 ¢ © 1)
v = — _
(f) = 1 a ? |L,0(17) Zz; l |L,0(17)
B ST M _
i=1 = s e(x) or lo(a)
= a -~ J] [} 1 xr
=1 (]1 It l¢(2) ! (¢ 4 )|LP( )

I
INgER!

Nfe0~ o)
a e of-47") p o)
(1:1 qb ' )|‘P( )) orJ |¢(z) Z T] l6(z)

1 7=1

J

donde (Jlj(qb o c,o_l)> es la matriz jacobiana de la aplicacién ¢o ™!
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Por tanto

n O(f o ¢—1)
v = E [ )
V) I o(a)

i=1

donde

n
DL AR )
=1
En consecuencia, esto significa que, para que una aplicaciéon v: F(z) — IR sea
un vector tangente en x € M, basta con que verifique la condicién exigida en la
definicién con respecto a una carta coordenada (U, ¢) para que automaticamente la
satisfaga para todas las cartas coordenadas.

Para un punto # € M, representamos por T,(M) el conjunto de los vectores
tangentes a M en x, al que llamaremos espacio tangente a la variedad M en z.

Sea ahora (U, ) una carta coordenada con x € U, y sean (x',.... 2") las fun-
ciones coordenadas de esta carta. Para cada : = 1,2,...,n, definimos:
9 9 fep™h)
Oxt Sz) = POt Oxt (£) ort  |e(z) fe3(@)

0 .
y observemos que e € T, (M) trivialmente, puesto que la n—upla de ntimeros reales
x

que le corresponde, relativamente a la carta (U,¢), es (0,...,1,...,0), con el 1 en
el 1—ésimo lugar.

Proposiciéon 1.42 Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. EI espacio
tangente T, (M) en un punto v es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los
nimeros reales IR de dimensién n. Si (U, ) es una carta coordenada con

x €U y(ab,... a") sus funciones coordenadas, {%, - a%} constituye
una base de T;(M), denominada base candnica o natural asociada a la carta

(U, ).

(*) Regla de la cadena:

Dada una funcién G: IR" — IR de n variables, G(x) = G(z',...,2"), y si cada
una de las variables es reemplazada por una funcién, ¥ = F¥(2), de otra variable
z, m—dimensional, z = (2',...,2™). La funcién compuesta H, asi formada, es una
funcién de m variables z!,..., 2™, y la regla de la cadena, en este caso, consiste en
un conjunto de m férmulas, una para cada derivada parcial D1 H,...,D,,H, cuya

férmula para D, H(z) es

7

(D H)(z) =Y (DrG)(F(2)) (D, F¥)(z) (r=1,...,m).

k=1
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Demostracién.- De forma natural, a T,;(M) se le dota de una estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales como sigue: si v, vy, v2 € Tp(M) y

A € IR, definimos

v1 + o2 F(x) — Av: §(x) - R
(v1 +v2)(f) = vi(f) +U2(f) (A0)(f) = Ao(f)  VfeF(a)

Para ver que v1 + vy, Av € T,(M), observemos que dada una carta coordenada

(U,p) con x € U, (ai,...,a}), (ad,...,a}) y (a',... a") las n—uplas de ndmeros
reales asociados a vy, vy y v respectivamente, entonces (a} + ab,... al + a%) es
la n—upla asociada a v1 + ve y (Aa',..., \a™) es la n—upla asociada a A\v, ambas

relativamente a la carta (U, p).
Veamos ahora que {%, T 2=} constituyen un sistema generador de T,(M).
Sea v € T,(M); entonces, asociado a la carta (U, ), v determina una n—upla de

nimeros reales (a',...,a") de forma que, para f € §(z) arbitraria,
_ Nfoe™h) -0
v(f) = ; ot lo(z) ; 6:1; ; Ox? (£).
luego

vzzn:a’ 0

y, por tanto, {%, - 81’"} generan T, (M).
Veamos, finalmente, que son linealmente independientes. Para ello, supongamos
que tenemos una combinacién lineal

—— =0
ox? ’

si se la aplicamos a cada a7 € §(x), tenemos
1

_ - i i 1"“99 - icl _\Jj
o_i;Aax Z/\ w Z ar W)_ng_M

le(x) 1

luego M =0, Vj€{1,2,...,n}. 4
Cambio de base de vectores tangentes canénicos en un punto x € M:

Sean (U,¢) v (V,¢) dos cartas alrededor de un punto € M, (:1;1,...,:1;") y
(y!,... ,y") las respectivas funciones coordenadas y, finalmente, {%, - 81’"} y

{%, - ay } las correspondientes bases canénicas de T,;(M). Vamos a obtener la
maftriz que expresa el cambio de una base a otra.
Para obtenerla, observemos que, Vf € §(z) y cada i =1,2,...,n,

9 (f)za(fw‘l) _O(feptedop™h)
Ox’ o' Je(e) ort ()
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:z":f?(foqé‘l) 3(”0@@‘1)
ari () or ()

J=1

pero 1 o =y, para j = 1,2,...,n, luego

9 . =0Ty O(feo™t)
axi(f)_z or? lp(z)  OrT e(x)

J=1

=3 i = (X gt | )

y como f es arbitraria, se sigue

0 "9 .. 0
_ 2
Oxt ; Ox’ (v )8yf

0 .
lo que significa que <—Z(y])> es la matriz cuadrada de orden n que da el cambio

de base correspondiente a un cambio de cartas. Conviene observar, para clarificar
las cosas, que se trata de una matriz numérica cuyos términos estan dados por

0 (i) = Oy’ =™ _ 007 dop7!)
dzt ot Je(a) ort lo(z)

se trata pues de la matriz jacobiana de la aplicacién ¢« o~ de cambio de coordenadas
valuada en el punto ().

Proposicién 1.43 Todo vector tangente v € T,,(M) satisface las siguientes propie-
dades, para f,g € §(x) v A € R arbitrarios:

1) o(f+g)=v(f)+vg)
2) w(\f) = Mo(f)
3) wv(fg) =v(flglz)+ f(z)v(g).

Demostracién.- Las tres propiedades se demuestran de forma anédloga; centrémo-

nos, por tanto, en una de ellas, por ejemplo en la tercera.

Para ello, tomemos una carta (U,¢) arbitraria con z € U y sea (a',..., a")

la n—upla de niimeros reales que determina a v en este sistema de coordenadas.
Entonces
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o(fg) = ‘" GO o™ RO eeT g e™))

=1 ot () =1 ort le(z) B
L (O(fep™h) 5 5 ANgop™t) )
= at | ——I—2 o )+ (fe z))——"—~ =
S (i o et + (oo ) W
~ O(fee™h) ~ 0 0gee™h)
= a x) + a flx - =
S T AP il VR

Il
K ~~
3
@s
P
'\H
QD [=]
RS
L
5
B
\_/
=N
=
=
=
]
@s
>
Ne
)
ENES
L
5
B
\_/
Il

Es importante senalar que las propiedades 1), 2) y 3) de esta Proposicién carac-
terizan totalmente a los vectores tangentes en @ € M, las cuales se resumen diciendo
que la aplicacién v: §(x) — IR es una derivacién. Es decir, de forma equivalente a
la que hemos dado, se puede definir T,,(M) como el conjunto de las derivaciones

D(z) = {v: F(z) = R/ v es una derivacién }.

Para establecer esta equivalencia, observemos, en primer lugar, que D(z) es un
espacio vectorial sobre el cuerpo de los ntimeros reales con las operaciones

(v +w)(f) =o(f) +w(f), (W)(f) =Ao(f)  Yo,weD(a) y \e R,

Para ver que T,(M) y ©(x) coinciden, necesitamos el siguiente lema:

Lema 1.44 Sea (U,p) un sistema coordenado alrededor de o € M, con fun-
ciones coordenadas (z',... 2") y tal que 2'(z9) = 0,7 = 1,2,....n ¥y
©(U) = Bi(¢). Entonces para toda funcién f € §(xg), existen n funciones

fl?"'7fn € S(wo), ta] que

fla) = flzo) + Y a'(x)filx)

=1

para x en un entorno de xg.

Demostracién.- Sea la funcién diferenciable F = fop~': Bi(e) ¢ R" — IR;
para (¢',...,&") € BY(e), ponemos

_F(glw"?gn—Z?O?O)_I_F(£17”‘7€n—27070)_I_”‘
— F(¢4,0,...,0) + F(¢',0,...,0) — F(0,...,0) + F(0,...,0) =
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3

n 1
— F(O,...,O)—I—Z/ aF(g LETLREL0,. ., 0)E dt =

M n 1 i— 7
donde las F;, definidas por Fy(¢',... &%) = . 25 (€. .m0 ,0)dt es
diferenciable. Poniendo f; = F;op, para1 =1,2,...,n, queda probado el lema. r

Proposiciéon 1.45 Existe un isomorfismo entre los vectores tangentes en xg a M y
el conjunto de las derivaciones D (xg).

Demostracién.- Todo vector tangente v € Ty (M) verifica las propiedades de la
Proposicién 1.43, luego es un elemento de ®(xg). En particular los elementos de la
. o
base canénica {321, ..., 52} C D (o).
Para establecer la otra inclusién, observemos en primer lugar que

v(e)=0 para vED(rg) v c€R

pues v(c) = v(el) = cv(l) = cv(1-1) = ¢(lv(1) + 1o(1)) = 2ev(1), asi cv(1) =0 vy,
por tanto, v(¢) = 0.

Tomemos ahora una carta local (U, ) de funciones coordenadas (x!,... a")
alrededor de xg, tal que (ver Nota 1.4) p(ag) = 0y ¢(U) = Bi(¢). Demostremos,
que para todo v € D(xg), se tiene:

Z 8:1;"

=1
En efecto, Vf € F(xo) se tiene, utilizando el lema anterior:

7

v(f) = < xg —I-Z > Z( (wi)fi($0)+$i($0)v(fi)> =

=1

_ Z 6:1:’ — (;v(xi)aii> (f). 5

Vamos a asociar a cada aplicacién diferenciable entre variedades una aplicacion
lineal entre sus espacios tangentes.

Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n, respectivamente, y
F: M — N una aplicaciéon diferenciable. Dado un punto x € M, consideremos su
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punto imagen F(z) € N, y los espacios tangentes T.(M) y Tr()(N). Parav € T,(M),
vector tangente en el punto z € M, definimos

como la aplicaciéon dada por

[F())(h) = v(heF),  YheF(F(x))

Observemos que esta aplicacién esta bien definida, puesto que he F € §(x), al
ser h y F diferenciables.

Proposicién 1.46 Para cada v € T,(M), Fi(v) € Tp4)(N) y la aplicacién
Fo: Ty (M) = Tp(N) v Fo(v)

es lineal (i.e. homomorfismo entre espacios vectoriales).

Demostracion.- Para ver que Fy(v) € Tr(,)(N) tendremos que probar que si (V, ¢)
es una carta local en N, con F(z) € V, existe una n—upla (b',...,b") de nimeros
reales de forma que

N~ 0hee™h) N
[F*(v)](h)—;b B e, TPESFE)

donde s/ : IR" — IR es la j—ésima proyeccién.
Para ello, consideremos una carta local arbitraria (U,¢) en M con = € U, y sea
(a',...,a™) la m—upla de ntimeros reales tales que

N~ iO(fee™)
v(f) = Za T e vfe ()

=1

donde r*: IR™ — IR es la i—ésima proyeccion.

Recordemos que, si (z',....2™) y (y',...,y") son las funciones coordenadas de
las cartas (U,¢) v (V,¢), entonces {%, - axim} y {%, - %} son bases de

T, (M) y Tr(z)(N) respectivamente. Se deduce, para h € F(F(z)), que:

m a n 4a(hoFogp_1)
F, Ry = wv(heF)= i~ (hoF) = : : =
FAIR) = (e F) =3 a'ghe )= 3 o' =g
~ jO(hed T ego Fopt)
- Yo 4 -
or' ()
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m . n o -1 7o, o Fo 1
g (saneey  aweeree )
= I 98 lere) ari o)
1= =
_ oy (a2 EeeT) ) atee _
=1 \i=1 ar o) dsT |o(F(x))
— ibJM '
= Osl |4(F(x)
Por tanto, Fy(v) € Tp(4)(N).
Como h es arbitraria, de aqui se sigue
Zb’ay] con M =uv(y-F), (j=12...n)

7=1

Ademads, estas mismas expresiones nos permiten deducir que Fy es un homomor-
fismo entre espacios vectoriales y deducir cual es la matriz de niimeros reales que

tiene asociada con respecto a las bases canoénicas {%, ey ajm } y {%, cee 83" }

En efecto

8
8:1;’ 8:1;’ yf

de lo que se sigue que F) es lineal, y esta determinada por la matriz de coeficientes:

a O(s? oo Fop™t) . .
] [e] pumng B ... o ..
Ozt (y F) o () UES {1727 7m} S {1727 7n}

es decir, que F estd representada por la matriz jacobiana, de m columnas y n filas,
en el punto p(z), de la aplicacién ¢o F o1 4

Definicién 1.47 A la aplicacion Lineal F, : T,(M) — Tp(,)(N), inducida por la
aplicacion diferenciable F': M — N, entre los espacios tangentes en pun-
tos correspondientes, le llamamos aplicacidn lineal tangente de F', aplicacidn
inducida por F' o también diferencial de F.

Nota 1.48 Sihubiera necesidad de ello, para evitar confusiones, escribiremos Fy(x),
para indicar el punto de partida. Se suele tambien representar F) por dF’; sin em-
bargo, no la utilizaremos y reservaremos la d para una situaciéon particular (funciones
diferenciables), por una parte, y para el operador diferencial exterior (Teorema 2.53).

Proposiciéon 1.49 Sean F: M — N y G: N — P aplicaciones diferenciables entre
variedades. Entonces

(G+F), =G, F,.
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Demostraciéon.- Para un punto z € M se tienen las aplicaciones inducidas:

F,

T, (M) Tr(a)(N) TG(F(:f:))(P)

N (G- F), p,

Sean v € T,(M) y h € S(G(F(:p))) arbitrarios, entonces:
[(Ge F)u(v)](h) = v(he(GeF)) = v((heG): F) =

= [F()](he G) =[G« (Fu(v))](h) = [(G » F)(v)](h)

y como v y h son arbitrarios se sigue: G, Fy, = (G+ F),. 4

Ejemplo 1.50 Sea M una variedad diferenciable y U C M un conjunto abierto.
Entonces U tiene una estructura de variedad diferenciable, la inducida por la de M
(Ejemplo 1.14), y la inclusién i: U — M es una aplicacién diferenciable. Ademas,

Ve M), fiv € F(U). Por dltimo,
te: T (U) = Tp(M), Ve elU
es un isomorfismo, con lo que podemos identificar estos espacios tangentes.

Nota 1.51 Curvas sobre una variedad:

Consideraremos las curvas como un caso particular de aplicaciones entre varie-
dades, pues trataremos con curvas parametrizadas.

Una curva en una variedad M es una aplicacion diferenciable de un intervalo
abierto de IR en M. A menudo hableremos de una curva

~v:la,b] CIR — M,

donde [a,b] es un intervalo cerrado de IR, y en este caso suponemos que v admite
una extension diferenciable a un abierto de IR que contiene al intervalo [a, b].

Sea v: I — M, con I C IR un intervalo, una curva diferenciable sobre M. Para
cada t € I, el vector tangente a la curva en el punto y(¢) es, por definicién

A(t) = e (d%”) € Ty (M),

donde % es el vector basico asociado a la coordenada r de IR.
Si (z',...,2") es un sistema de coordenadas locales alrededor del punto ~(#),

entonces
"

o d(ztey) O
() = ; dr 110zt |v()
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Habiendo definido los conceptos de curva y de vector tangente, podemos ahora
dar una interpretaciéon geométrica de la aplicaciéon F, inducida por la aplicacion
diferenciable entre variedades F': M — N.

Siv € Tp(M) tomemos una curva + sobre M tal que v(0) = x y 4(0) = v; entonces

F o~ es una curva en N, verificAndose (F o ~)(0) = F(x) y también Fo~(0) = F,(v).

Observemos que tal curva ~ existe, sin més que considerar una carta (U, )
alrededor de * € M y tomar, por ejemplo, la imagen mediante ¢! de un segmento
de la recta en IR" que pasa por ¢(z) y tiene la direccién del vector ¢, (v). También
observemos que la obtencién del vector Fi(v), no depende de la curva elegida con
tal que pase por x y sea tangente a v.

Asi pues, para hallar la imagen de un vector v € T,;(M), trazamos una curva a la
que el vector v es tangente, hallamos su imagen en N y tomamos el vector tangente
en esta curva, obteniéndose el vector Fy(v).

Definicién 1.52 Denominamos espacio cotangente en el punto x de la variedad
diterenciable M al espacio vectorial real T;(M) dual del espacio tangente

T,(M) en x.

Un elemento w € T(M) es, por definicién, una aplicacién lineal w: T,(M) — IR,
al cual denominaremos, indistintamente, vector cotangente, covector o 1-forma en el
punto z.

Si (U, (2, ... ,:1;")) es una carta local con @ € U, la base canénica {%, - a%
de T, (M) nos permite definir por dualidad una base natural en el espacio cotangente
T*(M) cuyos elementos los representamos por {da',... dz"} y que estén definidos

donde 5} son los deltas de Kronecker: 5} = 0,si1 # j; 5} =1,s11=7.

por

Veamos ahora que la aplicacién lineal tangente de una funcién real se puede
considerar como un elemento del espacio cotangente:
Sea f € F(M) y & € M, entones f induce, de forma natural, una aplicacién lineal

for To(M) = Ty (R)

y, si se considera el isomorfismo natural,

d
o) Trz)(IR) = IR dado por /\d— = A,
r

siendo r: IR — IR la funcién coordenada en IR. Obtenemos la aplicacion
df = Qbf(x) ° f*: Tx(M) — IR.
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Veamos cémo estd definida df; para ello, si v € T(M), ponemos f,(v) = /\%, asi

A (0) = (D ey 2 £2)(0) = b0y (Adi) )\

y tan solo nos queda por determinar este niimero real A:

- <Adi> (1) = (Fo(0))(r) = o(re f) = o(f)

por tanto,

df(v) =v(f) Yv e Ty(M)

Como consecuencia de esta relacién, se tienen las siguientes propiedades, para

v, 0" € Tpy(M) y a € R:
df (v +0") = (v +0")(f) = v(f) +'(f) = df (v) + df (')

df(av) = (av)(f) = a(v(f)) = adf(v)
vy, por tanto, df € Tx(M).

Definicién 1.53 Paracada f € §(x), el elemento df € T(M), definido por df (v) =
v(f), Yv € Tp(M), se denomina diferencial de la funcién f en el punto x € M.

Nota 1.54 Obsérvese que, en el caso particular de M = IR", df es la diferencial
ordinaria. Ademads, queda justificada la notaciéon para los elementos de la base dual

{dzt,... dx"} de T*(M), asociada a una carta local (U, (z',...,2")), pues de hecho,
como z': U — IR, dz' es la diferencial de z°.
Si f € (), x € U, entonces

df =) a(f)d:z;".

£~ Qx!
1=1
En particular, si (V, (y!,... ,y")) es otra carta coordenada alrededor del punto
z, entonces la relacién entre las bases naturales {dz',...,d2"} y {dy',...,dy"} en

T*(M) se expresa por

‘ "8 ..
dy! = ~(y? )da"
y ;axl(y)w
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Asi como una aplicacion diferenciable entre variedades F': M — N induce una
aplicacion lineal entre los espacios tangentes, veamos que ella también induce una
aplicacion lineal entre los espacios cotangentes en puntos correspondientes. Para ello
sélo tenemos que considerar la aplicacion traspuesta de F.

Sean T(M) y TI’;(I,)(N) los espacios contangente en @ € M y en su punto imagen

F(z) € N. Para w € TI’;(I,)(N), l-forma en el punto F(x) € N, definimos
F'(w): T;(M) - R

como la aplicaciéon dada por

[F*(@)](v) = w(Fi(v)), Vo e Tu(M)

Definicién 1.55 Si F': M — N es una aplicacion diferenciable, x € M, un punto
de M, y w € T;y(N), a la I-forma F*(w) € T7(M) se le domina imagen
reciproca de w por F.

Proposiciéon 1.56 Sean F: M — N y G: N — P aplicaciones diferenciables entre
variedades. Entonces

(Go F)* = F*« G*.

Demostracién.- Para un punto x € M se tienen las aplicaciones inducidas entre
los espacios cotangentes:

G*

Téreay(P) Ti ) (N) TZ?EM)

k (G~ F)” Y,

Sean w € T(*;(F(l,))(P) y v € Ty(M) arbitrarios, entonces:

(GeFY (@))(v) =w((Go F)a(0) = (Ge(Fu(0)) =
= [G"(W)](Fu(v) = [F*[G ()] (v)
y como v y w son arbitrarios se sigue: F*o G* = (G- F)*. 4

Nota 1.57 Si 2 € M, F: M — N aplicaciéon diferenciable y f: N — IR funcién
diferenciable, como df € TI’;(I,)(N), se tiene

FA(df) = d(f~ F),

pues, [F*(df)](v) = df (Fx(v)) = [Fu(v)](f) = v(f = F) = d(f > F)(v), Yv €& To(M).
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En particular, si (V, (y!, )) es una carta coordenada alrededor de F(x)

) Y
F*(dy?) = Z ) dat, Vjie{1,2,....n}

Esto nos permite calcular los términos de la matriz asociada la aplicacion lineal
Ty, )(N) — T*(M) respecto a los sistemas coordenados (U, = (x!,... 2™)),

(V.6 = (y',...,y")) alrededor de € M y F(z) € N, respectivamente:
i a J , _ g , . _
(F*)l = 37 o F) = o5y e Fop™l) = o= (s? e go Fop™l),
Ox ar ar

Se trata de una matriz de n columnas y m filas, que es la traspuesta de la matriz
asociada a Fj, respecto de estos mismos sistemas de coordenadas.

1.6 Rango de una aplicacién diferenciable

Sea F': N — M una aplicacién diferenciable entre variedades diferenciables de
dimensiones n y m, respectivamente, y sea * € N. Si (U,¢) v (V, ) son sistemas
coordenados locales alrededor de x y de F(x), respectivamente, tales que F(U) C V,
entonces tenemos la correspondiente expresion de F' en coordenadas locales:

F=¢oFop 1 p(U) = (V)
(€ €M) F(E, €7 = (FY (Y. €6, o JF™(EY, L Em).

Definicién 1.58 El rango de F en x es el rango de la matriz jacobiana de F en
().

Asi, el rango de F en x es es el rango en ¢(x) de la matriz

OF"! OF!
orlt orm
OF™ oOF™
orlt orm )

Esta definicién debe ser independiente de la eleccién de las coordenadas. Para
lo cual basta observar que la matriz anterior es la asociada a la aplicacién lineal
inducida entre los espacios tangentes T,(N) en = a N y Tr)(M) en F(z) a M,
relativamente a las cartas (U, p) v (V, ¢):

pues, F/ = slogpoFop™! para j = 1,...,m. Asi, podemos dar la siguiente
definicion equivalente:
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& @oFop \\/ ¢

— (poFoq)-l

GE G

Fig. 1.5: Teorema del rango

Definicién 1.59 Se llama rango de F en x al rango de la aplicacion lineal inducida

Proposicién 1.60 (Teorema del rango) Sea F: N — M una aplicacion diferen-
ciable entre variedades de dimensiones n y m, respectivamente, y supon-
gamos que rangoF = k en todo punto de N. Si x € N, entonces existen
sistemas coordenados (U, ) v (V,¢) alrededor de x y de F(x) tales que
p(r) =0 € R, o(U) = Ci(e) y o(F(z)) = 0 € R",¢(V) = C'(e) v la

1

expresion de F' en coordenadas, F' = ¢o F o™, esta dada por

~

F(eh, ..., &M = (€4 ....€%0,...,0).

Demostracién.- Sean (U’, ') una carta alrededor de  en Ny (V',¢’) una carta
alrededor del punto F(x) en M, verificandose F(U’) C V', entonces la aplicacién

Qb/OFOQOI_l: S«Q/(U/) C IRn — qb/(‘/'/) C IRm
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es diferenciable y de rango constante igual a k en ¢'(U"), entonces existen (en virtud
del teorema del rango entre espacios euclideos) conjuntos abiertos A C ¢'(U') y B C
d' (V') con'(x) € Ay ¢'(F(x)) € B, y existen difeomorfismos G: A — C§(e) C R"
vy H: B — Cl'(e) C IR™, verificando (Ho (@' o Fop™1)o G_1>(C'6‘(5)) C Cl'(e), tal

que esta aplicacion se expresa en la forma simple

(He (¢ o Fo 1) GTH)(&,...,€") = (€1,...,€6%,0,...,0).
Consideremos ahora las cartas

(U, ) = <<,9/_1(A)’ Go S‘Qitp’_l(A)) alrededor de x;

(V,¢) = <¢’_1(B),H ° Qbiqs'—l(B)) alrededor de F(x),

con lo que

GoFop™lip(U) = Cgle) = (V) = Cg'(e), (€'....6") = (€1,....€5,0,...,0).
(ver Fig. 1.5) 4

1.7 Subvariedades inmersas y embebidas o regulares

En esta seccion discutiremos varios tipos de subvariedades de una variedad dife-
renciable. Este término es usado en méas de un sentido en la bibliografia; sin embargo,
todos coinciden en que una subvariedad N de una variedad diferenciable M es un
subconjunto que a su vez es una variedad diferenciable. La confusion surge de que si
deberia o no requerirse que fuera un subespacio topolégico de M, esto es, que tenga
la topologia relativa. Adoptaremos la definicion més usual, a saber, una subvariedad
diferenciable es la imagen N = F(N’) en M de una aplicacién F': N — M inyectiva
y tal que rango F' = dim N’, N con la topologia y estructura diferenciable que hace
a F: N' — N un difeomorfismo. Nos referiremos a N en este caso como subvariedad
inmersa. Como demuestran los Ejemplos 1.68 y 1.69, la estructura diferenciable de
N puede tener una oscura y complicada relaciéon con la de M. Una nocién maéas na-
tural que desarrollaremos, es la de subvariedad regular, que como su nombre indica,
serd un caso especial del anterior. Es mas natural ya que su topologia y estructura
diferenciable se derivan directamente de la de M. Pasamos a exponer con detalle
estos conceptos.

Definicién 1.61 Decimos que una aplicacion diferenciable F: N — M es una
inmersién de N en M si el rango F' = dim N en todo punto; es decir, si Fy(x)
es inyectiva para todo x € N. Y se dice que F' es submersiéon de N en M si
el rango F' = dim M en todo punto; es decir, si Fy(x) es sobreyectiva para
todo x € N.
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Definicién 1.62 Si F: N — M es una inmersion inyectiva, entonces decimos que la
imagen F(N), dotada de la estructura diferenciable que hace a F: N — F(N)
un difeomorfismo, es una subvariedad (o subvariedad inmersa) de M.

F es un embebimiento si es una inmersion inyectiva que ademas es ho-
meomorfismo de N sobre su imagen F(N), con la topologia como subespacio
de M. La imagen de un embebimiento se llama subvariedad embebida.

Nota 1.63 También se suele decir, para indicar que F(N) es una subvariedad, que
el par (N, F') es una subvariedad de M. Cabe entonces, establecer una relacién entre
pares que definan una misma subvariedad: Dos subvariedades (Ny, F1) v (Ng, Fy)
de M se dice que son equivalentes si existe un difeomorfismo ® : N; — Ny tal que

F1:F2°CI).

Esta es una relacién de equivalencia en el conjunto de todas las subvariedades de
M. Cada clase de equivalencia tiene un tinico representante de la forma (A, 1) donde A
es un subconjunto de M con la estructura de variedad tal que la aplicaciéon inclusion
i : A — M es una inmersion. Asi, si (N, F') es un representante de la clase, entonces
el subconjunto A de M debe ser F(N). Se induce una estructura de variedad en A
exigiendo que F': N — A sea un difeomorfismo. Con esta estructura de variedad,
(A,7) es una subvariedad de M equivalente a (N, F'), y es la dnica estructura de
variedad sobre A con la propiedad de que (A4,7) es equivalente a (N, F).

Veamos una serie de ejemplos que ilustren las definiciones dadas; en todos ellos
las variedades M y N seran espacios euclideos o abiertos en ellos, con coordenadas
cartesianas; salvo en los Ejemplos 1.66 y 1.67 donde es méas cémodo, para efectuar

7 . 2
los calculos, considerar en IR” coordenadas polares.

Ejemplo 1.64 La aplicacién F : IR — IR’, dada por F(t) = (cost,sent,t), es
inyectiva y tiene rango constante igual a 1 en todo t € IR. Por consiguiente, su
imagen F(IR), una hélice circular con eje el OZ, es una subvariedad de IR®. Ademsés
F' es un homeomorfismo sobre su imagen, considerando en ésta la topologia inducida
por la de IR, por lo que F es un embebimiento y F(IR) es una subvariedad embebida.
Fig. 1.6.

Ejemplo 1.65 Sea F: R — IR? definida por F(t) = (cost,sent). Se trata de una
aplicacion de rango igual a 1 para todo ¢ € IR. Sin embargo no es inyectiva, ya que
los puntos t = 2k7 4 tg tienen la misma imagen para cualquier entero k. Se trata de
una inmersién, pero el par (IR, F) que describe la circunferencia unidad S' en IR
no representa una subvariedad. Fig. 1.7.
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IR @ (b)

Fig. 1.6: Hélice Fig. 1.7: Circunferencia Fig. 1.8: Espirales

Ejemplo 1.66 Definimos F':]1, co[— IR* por
1 1
F(t)= 7 €08 2rt, S sen 2t | .

La imagen F(]1,00[) es la curva espiral que tiende a (0,0) cuando t — oo, y a (1,0)
cuando t — 1. Claramente F' es inmersién (como se observa utilizando coordenadas
polares), inyectiva y homeomorfismo sobre su imagen, ésta con la topologia inducida
por IR?. Se trata pues de una subvariedad embebida. Fig. 1.8 (a).

Ejemplo 1.67 Si definimos F:]1, co[— IR? como

t+1 t+1
F(t)= - cos 27t, - sen 2wt | .
2t 2t

La imagen de esta aplicacion describe, como en el Ejemplo 1.66, una espiral pero

en este caso se enrolla en el circulo de radio % y centro en (0,0) cuando t — oo

y tiende a (1,0) cuando t — 1. Como alli, se trata de una subvariedad embebida.

Fig. 1.8 (b).

Ejemplo 1.68 La figura de “ocho” (conjunto de puntos de IR?, verificando 2* —
422 + 4y* = 0) estd descrita por la imagen de la aplicacién

F:IR— IR? definida por  F(t) = <2 cos (t — g),sen2<t — g)) \

que es recorrida infinidad de veces con periodo igual a 27. Se trata de una inmersién
no inyectiva. No obstante, podemos hacer que dicha figura sea recorrida una sola
vez, estableciendo previamente una biyeccién de IR en el intervalo |0, 27 [, de la forma
siguiente:

Para t — —oo y t — +o0, nos aproximamos al (0,0) sélo como limite (ver
Fig. 1.9). La inmersién estd dada por un cambio de pardmetro: Sea g: IR — IR una
aplicaciéon monotona creciente y diferenciable tal que

g(0)=mn lim ¢(t) =0 lim g¢(t) =2,

t——o0 t—+c0
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por ejemplo, podemos poner ¢(t) = 7 + 2arctagt.
Entonces G: IR — IR?, dada por

o

G(t) = F(g(t)) = <2 cos (g(t) — §>,sen2<g(t) — 5))

es ahora una inmersién inyectiva; por lo que (IR, G) representa la figura de “ocho”
como subvariedad inmersa en IR*. Sin embargo, sigue ocurriendo que G no es un
homeomorfismo sobre su imagen, ya que G~1 deja de ser continua en el punto G(0).

Fig. 1.9.

/\ | 1+ 11

[ NN |
N I

-1

Fig. 1.9: Figura de “ocho” Fig. 1.10: Curva no conexa

Ejemplo 1.69 Consideremos la curva en el plano definida por la imagen de la apli-
cacién F: IR — IR?, dada por

(0,t+2) para —co <t < —1
F(t)= alt) para —-1<t<1
(%,senﬂ't) para 1<t< >
siendo, @ : [~1,1] — IR? una curva que enlaza diferenciablemente los otros dos

trozos. F(IR) es una subvariedad inmersa en IR?. F no es un embebimiento, puesto
que F~! no es continua (basta tomar cualquier entorno de uno de sus puntos de la

forma (0,y), con —1 <y < 1). Fig. 1.10.

Nota 1.70 De los ejJemplos previos podemos sacar las siguientes concluciones: Pri-
mera, no todas la inmersiones consideradas son inyectivas globalmente (Ejemplo
1.65, 1.68) aunque si son localmente inyectivas. Y segunda, una inmersién aunque
sea inyectiva no es en general un homeomorfismo sobre su imagen (considerada como
subespacio topolégico del conjunto de llegada), Ejemplo 1.68, 1.69. No obstante,
localmente esto siempre es posible como se demuestra en la proposicion siguiente.
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Proposiciéon 1.71 Sea F': N — M una inmersion. Entonces todo © € N tiene un
entorno abierto U tal que Fy; es un embebimiento de U en F(U) C M.

Demostracién.- De acuerdo con el Teorema del rango constante podemos escoger
sistemas coordenados ctibicos centrados en el origen (U,p) v (V,¢) alrededor de
z € Ny de F(x) € M, respectivamente; esto es, tales que p(2) =0 € R", ¢(F(x)) =
0€ R™, conp(U)=Cl(e)y ¢(V)=Cl'(e), (cubos con la misma longitud de lado

) y tal que la expresién de F' en coordenadas locales, F = doFop™t, estd dada

por

F(&', ..My =(£',...,€",0,...,0).

|
o

£"=0,....&"=

T

GE)

G©

Fig. 1.11: Inmersiéon = Embebimiento local

Para ver que F)y; es un homeomorfismo de U sobre F(U) con la topologfa relativa,
observemos en primer lugar que como F(U) C V y V es abierto en M, la topologia
de F(U) como subespacio de M es la misma que como subespacio de V. Asi Fji; es
un homeomorfismos, pues lo son las aplicaciones ¢: U — Cll(¢), ¢: V — Cl'(e) ¥

F de Cl(e) sobre el subconjunto de Cl*(¢) definido por

(tl =0, ... m=0.
4

Esta proposiciéon nos da la posibilidad de expresar localmente las subvariedades
embebidas mediante ciertas relaciones entre la coordenadas locales de la variedad
donde estan contenidas. Necesitamos para ello, dar previamente unas definiciones.
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Definicién 1.72 Llamamos placa en un sistema coordenado cibico (U,¢) en una
variedad m—dimensional M al conjunto S C U tal que

o(S) = {5 e 05”(5)/57’“ T L cm}.

Usando esta defininicién podemos reenunciar la proposicién anterior en la forma
siguiente:

Proposiciéon 1.73 Si F: N — M una inmersién y x € N, existe un sistema coorde-
nado ciibico centrado en el origen (V, ¢) alrededor de F(x) € M y un entorno
abierto U de x, tal que F|i; es inyectiva y F(U) es una placa en (V,¢). 4

Nota 1.74 Resaltemos que esta proposicion sélo nos dice que existe un entorno U
de @ tal que F(U) es una placa del sistema de coordenadas. No obstante, si tenemos
una subvariedad (N, F'), no siempre F(N)NV va a ser una placa, ni siquiera es unién
de placas. Por ejemplo, consideremos el punto (0,0) en la figura de “ocho”. Sin
embargo, en el caso de ser (N, F') una subvariedad embebida, se puede siempre elegir
un sistema de coordenadas (V, ¢) tal que F(N) NV es una tnica placa de V.

Profundicemos un poco maés en el estudio de las subvariedades que poseen esta
propiedad y su relaciéon con las variedades embebidas.

Definicién 1.75 Un subconjunto N de una variedad m—dimensional M, se dice
que tiene la propiedad de una n—subvariedad (1 < n < m) si para todo punto
r € N existe un sistema coordenado cibico centrado en el origen (V, )
sobre M alrededor de x, tal que

svan) ={eecie) /et <o, . gm =0}

es decir, V. N N es una placa de (V, ¢).

A un sistema de coordenadas de este tipo se le denomina adaptado a N.

Proposiciéon 1.76 Sea N un subconjunto de una variedad m-dimensional M, que
tiene la propiedad de una n—subvariedad. Entonces N, con la topologia
relativa, es una variedad diferenciable de dimension n y ademas la inclusion
i: N — M es un embebimiento; i.e. (N,1) es una subvariedad embebida de

M.

Demostraciéon.- Por definicién, para todo punto xg € N, existe un sistema coor-
denado ciibico centrado en el origen (V, 6= (at,... ,:L'm)> sobre M alrededor de zg
tal que

2"t z) =0, ... ,2™(z) =0, VxcVnNN.
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IR™

Fig. 1.12: Conjunto con la propiedad de n—subvariedad

Entonces V = VAN es un abierto en N y 5 =To qb|‘~/ es un homeomorfismo sobre
Clh(e) = n(CJ*(e)) en IR", para la topologia relativa, donde 7: R™ — IR" (m > n)
es la proyeccién sobre las n primeras coordenadas.

El conjunto A = {(‘N/,qu)/f/ =Vn N,%g: ﬂ'oqb“;, (V,¢) € A, A atlas de |\/|}
constituye un atlas que define una estructura diferenciable en N; pues:

1) Como los abiertos V recubren a M, los abiertos V =V NN recubren a N.

2) Sean (‘N/, 5) y (‘N/’, 5’) dos cartas de 2 con VNV’ # (), correspondientes a las
cartas (V,¢) v (V',¢) de 2, entonces

e VNV NN) = ¢'(VAV NN)

viene dada por la composicion de aplicaciones

(€0, €Y s (€1 €7,0,.0,0) P58 (€)Y, (€)7,0,...,0) = (€)Y, (€1)7)
todas ellas diferenciables.

La aplicaciéon inclusion ¢ : N < M es diferenciable con inducida inyectiva; esto
es ¢ es una inmersién: En efecto, si @ € N y (V, ¢) es un sistema coordenado en M

adaptado a N, resulta, si V=VnN y o =mo qb|‘~/

4

t €V CN - reVCM

¢ ¢

(€%,...,€") € C3l(e) = (¢h..,€M,0,...,0) € Cg'(e)

por tanto, ¢o1o 5—1 es diferenciable y la matriz asociada a la aplicacion inducida 7,
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s n
10 0
) 1 0
0 0 o1
0 0 0

que tiene rango n.

Como la topologia de N es la relativa, la inclusion :: N — M es un homeomor-
fismo sobre su imagen i(N) = N; esto es, 7 es un embebimiento. r

Definicién 1.77 Una subvariedad regular de dimension n de una variedad m—di-
mensional M (1 < n < m) es un subespacio topoldgico N con la propiedad
de n—subvariedad y con la estructura diferenciable que las correspondientes
cartas adaptadas determinan sobre N.

r
S Vv o 1
P
8
0,
r £
r=r-1
— 6=0-6,
® p
— 9

Fig. 1.13: S': Subvariedad regular

Ejemplo 1.78 Veamos que la circunferencia unidad S' = {z € R*/||z| = 1}, que
con la parametrizacion del Ejemplo 1.65 es una inmersiéon locamente inyectiva, es
realmente una subvariedad regular (Fig.1.13). Sea o un punto arbitrario P de S!,
introduzcamos ¢ = (6, r) las coordenadas polares usuales en IR*, y si (6, 1) son las
coordenadas de P, cambiemos las coordenadas de tal forma que r es reemplazado
por 7 =1 — 1y 0 por § =6 — 6. Entonces existen funciones coordenadas

b:x (é(:z;),ﬁ(:z;))
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definidas para = en un entorno V tal que |é| < ey |F| < e, que definen un sistema
coordenado alrededor de P, teniendo P las coordenadas (0,0) y el subconjunto
abierto ¥V N S! de S! corresponde a 7 = 0. Con lo que S! es pues un subvariedad
regular.

Hemos definido tres clases de subvariedades en una variedad M — inmersa, em-
bebida y regular. La primera de ellas, que usualmente llamaremos simplemente
subvariedad, fue definida como la imagen N = F(N’) mediante una inmersién inyec-
tiva F' de N en M. Ya que F: N — N C M, tomamos (como parte de la definicién)
sobre N la topologia y estructura diferenciable de N’; los conjuntos abiertos de N
son la imagen de conjuntos abiertos en N’ y las cartas de N, (U, ¢) son de la forma
U=F{U"), p=¢' o« F~! donde (U', ") es una carta en N’. El hecho de que F sea
continua implica que la topologia de N obtenida por este camino es en general més
fina que la topologia relativa como subespacio de M, esto es, si V es un abierto de
M, entonces V NN es un abierto de N, pero pueden existir abiertos de N que no sean
de esta forma.

Un embebimiento es un caso particular de inmersiones inyectivas, aquellas en
las que U’ es un abierto de N’ si y sélo si F(U') = V N N para algin abierto V
de M, esto es, que la topologia de la subvariedad N = F(N’) es exactamente su
topologia relativa como subespacio de M. Un embebimiento es asi un caso particular
de subvariedad (inmersa).

Finalmente si N C M es una subvariedad regular, entonces es también una sub-
variedad embebida ya que la inclusiéon i: N — M es un embebimiento.

La siguiente proposicion demuestra que las subvariedades embebidas y las sub-
variedades regulares coinciden.

Proposicién 1.79 Sea F': N — M un embebimiento de una variedad N’ de di-
mension n en una variedad M de dimensién m, n < m. Entonces N = F(N’)
es una subvariedad regular difeomorfa a N’ con respecto a la aplicacion

F:N — N.

Demostracién.- Sea y = F(r) € N (Fig. 1.14). De acuerdo con el Teorema
del rango existen entornos coordenados (U', ') de x y (V,¢) de y tal que '(z) =
(0,...,0) € C&(e) = " (U"), o(y) = (0,...,0) € Ci'(e) = o(V), F(U') C Vyla

aplicacion Fiy estd dada en coordenadas locales por

F=goFo(o) (€. ") — (£',...,€",0,...,0).

Si ocurre que F(U') = V N N, entonces el sistema coordenado (17,5) seria un
entorno adaptado a N, y la proposicion estaria demostrada. Mas esto, en principio,
no ocurre, por lo que tratamos a continuacién, de obtener unos nuevos entornos
coordenados a partir de los dados de = e y que gocen de esta propiedad:

Como F' es un embebimiento, F(U ) es un abierto en la topologia relativa de N,

esto es, F(U') = Wwn N, donde W es un abierto de M. Tomenos W = W N V asi,
»(W) es un conjunto abierto de C§'(e) conteniendo al origen y qb( (") C qb( )
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U=F)=
{=(0)(CE)

\ _ &
F !
5 y /,’\» IR
¢'(U)=Cy(e) Cy(3) J AF(U))

Fig. 1.14: Subvariedad embebida =— Subvariedad regular

y %(F(U’)) C {f € Cé”(e)/f""’l =... =" = O}. Entonces podemos escoger un

entorno ciibico suficientemente pequeno CJ"(§) C g(W), y sea
V= ()71 (C5(3)). ¢ = o

(V, ) es un entorno ctbico centrado en y, para el cual F(U')NV = V N N;
y si tomamos U = (¢")"1(CF()) = F~HV), vemos que (U,¢), con ¢ = c,in es
un entorno coordenado cibico centrado en = y los pares (U,¢) v (V,¢) tienen la
propiedad necesaria, es decir F(U) =V N N.

Esto prueba que N goza de la propiedad de n-subvariedad y por tanto en virtud
del Proposicion 1.76 se trata de una subvariedad regular.

Ademaés con esta estructura de variedad en N, F' es un difeomorfismo de N’ sobre
N. Pues F: N' — N esté dada, en los sistemas coordenados (U, @)y (VNN, 7o) en
N, por R

Fo(eh,. . ") e (E...,6M

y la aplicacién inversa F~! tiene exactamente la misma expresién. Por tanto, ambas
son diferenciables. D
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F
‘|
IR™
(El,...,Ek,O,.. ,0)
n . IR @oFop-1 / IR
&6 d(AU) «F(V)) )

Fig. 1.15: Ejemplo subvariedad embebida

Un método para encontrar subvariedades esta dado por el siguiente resultado y
su corolario:

Proposiciéon 1.80 Sea N una variedad diferenciable n—dimensional, M una varie-
dad m—dimensional y F': N — M una aplicacion diferenciable. Supongamos
que F tiene rango constante igual a k sobre N y que yo € F(N). Entonces
F~Y(yo) es una subvariedad regular de N de dimensién n — k.

Demostracién.- Sea A = F~'(yo) (Fig. 1.15). Demostremos que A tiene la
propiedad de una (n — k)-subvariedad. Sea x € A, ya que F tiene rango constante
igual a k (sobre un entorno de ), por el Teorema del rango podemos encontrar
entornos coordenados (U, p) v (V,¢) de = e yo, respectivamente, tales que ¢(z) y
&(yo) son el origen en R" y R™, p(U) = Cll(e), #(V) = CJ'(¢) v en coordenadas

locales Fjy esta dada por la aplicacion

(po Fo ) (€', ..., €M) = F(&', ..M =(£',..., €% 0,...,0).

Esto significa que los puntos de U que se aplican en yg son aquellos con las k
primeras coordenadas nulas, esto es,

AU =¢  (F(0) =¢ ({2 i) [ = =" =0}).

Y asi A es una subvariedad regular de dimensién n — k ya que tiene la propiedad
de subvariedad. r

El siguiente Colorario tiene gran importancia a la hora de dar ejemplos de sub-
variedades:
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Corolario 1.81 Si F: N — M es una aplicacion diferenciable entre variedades,
dimN = n > m = dimM, y rango de F es igual a m (F, sobre) en todo
punto de A = F~1(yo), yo € F(N), entonces A es una subvariedad regular
de N. EI subespacio de T,;(N) tangente a la subvariedad A en x es el nicleo

de F.,.

Demostracién.- F' tiene en A el maximo rango posible, es decir m. Por el lema
siguiente, {z € N/rango F' = m} es un abierto; luego A = F~!(yo) estd contenido
en un abierto en el que también F tiene rango m. Pero tal subconjunto abierto es
asi mismo una variedad de dimension n, y podemos aplicar la proposicién anterior,
para demostrar que A es una subvariedad regular de N de dimensién n — m.

Sii: A N es la inclusién natural, la aplicaciéon F o1 es constante y, por tanto,
su aplicacion inducida Fy o ¢, es idénticamente nula. En consecuencia,

: -1
i (Tu(4)) € (), (0)
Y como estos subespacios vectoriales tienen la misma dimensién deben coincidir. 4

Lema 1.82 Sean N y M variedades diferenciables y F': N — M aplicacion diferen-
ciable, entonces

) = {:1; € N/(rangoF)x > k}

es un abierto de N.

Demostracién.- En efecto, sea xg € Oy (U, ¢) v (V, ¢) cartas definidas alrededor
de zg y F(xo) respectivamente. V& € U, (rangoF), = (rango(¢e Fo@ 1)) ().

Demostraremos que 2 = {f € @(U)/(rango ﬁ)g > k} es un abierto; con lo que, al
tenerse () C Oy, resulta que Dy, es abierto.

Sea & € (), entonces rango(Jﬁ)(fl) > k; sea M una matriz cuadrada extraida
de (JF)(&1) de orden > k, y determinante # 0.

Definimos d:p(U) = R & d(&) = detM(E),
d es continua y d(&1) # 0, luego 3 abierto, & € ' y d(€) # 0 en ', por tanto §2

es un abierto, pues

VEe Q. rango(JF)(&) >k = QO C Q.

Ejemplo 1.83 La aplicacién F: R" — IR definida por F(z',... 2") = Z(:L")Z

=1
tiene rango 1 en IR"™ — {0}, constante en F~1(1) = S"~!. Asi, la esfera S"~! es una
subvariedad (n — 1)—dimensional de IR".
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Ejemplo 1.84 La aplicacién F: R — IR definida por

F(x,y,z) — (a . (:1;2 + y2)1/2>2 4 22
tiene rango 1 en cada punto de F~1(b%), a > b > 0. Asi, el lugar geométrico F~1(b?),
el toro en IR?, es una subvariedad.

Ejemplo 1.85 Los puntos que constituyen todos los planos tangentes a la esfera

St
T(SY) = {(z. /@) +(*) + (2°) = 1=0, 2y’ + 2%y +2°y’ =0}
constituyen una subvariedad de R® de dimensién 4. Pues, siempre es 2 el rango de

201 242 243 0 0 0
y! y? g oat 22 2 )

1.8 Grupos y subgrupos de Lie

Veremos en este parrafo mas ejemplos de variedades, en las que ademés existe
una estructura de grupo cuyas operaciones son diferenciables.

El espacio IR" es una variedad diferenciable y al mismo tiempo un un grupo
abeliano cuya ley de composicion estd dada sumando componente a componente.
Ademas la estructura algebraica y la estructura diferenciable estan relacionadas:

¢: R" x R" — IR" (x,y) » x4y

es una aplicacién diferenciable de la variedad producto IR" x IR" en IR", esto es, la
operacion del grupo es diferenciable. También vemos que la aplicacion

J:R" — IR" = —x

es diferenciable.

Sea ahora G un grupo que es al mismo tiempo una variedad diferenciable. Para
z,y € G denotamos por xy el producto y por z~! el inverso de z.
Definicién 1.86 G es un grupo de Lie si son diferenciables las aplicaciones

9:GxG=G  (v,y) = o(z,y) =y
J:G—=G ze J(x)=a"!
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Ejemplo 1.87 GL(n,IR), el conjunto de las matrices no singulares de orden n x n
con coeficientes reales, es, como hemos visto (Ejemplo 1.17), un subconjunto abierto
de gl(n,IR), conjunto de las n x n matrices reales identificadas con IR". Ademaés,
GL(n,IR") es un grupo con respecto a la multiplicacién de matrices. En efecto, una
matriz A es no singular si y sélo si det A # 0, pero det(AB) = (det A)(det B); asi,
si Ay B son no singulares, AB lo es también. Una n x n matriz A no singular tiene
inversa para la multiplicacién; con lo que GL(n, IR) es un grupo.

Las aplicaciones (A, B) = AB y A — A~! son diferenciables: El producto tiene
términos que son polinémios de los términos de A y B, y estos coeficientes son las
expresiones en coordenadas locales de la aplicacion producto, con lo que ésta es
diferenciable.

La matriz inversa de A = (a;;) puede ser escrita como

1
-1 _ s
= Jora )

donde a;; es el adjunto de a;; en A (y por tanto un polinomio en los términos de A)
y det A es un polinomio de los términos de A que no se anula. Se concluye que los
términos de A~! son funciones racionales sobre GL(n, IR), cuyos denominadores no
se anulan, en consecuencia diferenciable.

En definitiva GL(n, IR) es un grupo de Lie.

Ejemplo 1.88 Como caso particular del ejemplo anterior resulta: GL(1, IR) = IR*
grupo multiplicativo de los ntimeros reales no nulos es un grupo de Lie.

Ejemplo 1.89 Sea C* el conjunto de los ntimeros complejos no nulos. Se trata
de un grupo con la operaciéon de multiplicacion de ntameros complejos. Ademés
C* es una variedad diferenciable de dimensién 2, recubierta con un tnico entorno
coordenado U = C* con homeomorfismo coordenado

©: U — IR? 2 p(z) = ez +iy) = (z,y).

Usando estas coordenadas la expresion del producto w = 22’z = x + 1y, 2" =
2’ + 1y’ esta dado por

¢

Y

(z,2/) e C* x C* o((z,2") =z eC

p X ¥

<)

Y

((z, ), (z",y"))

(xa' — gy, xy’ +ya')

y la aplicacion
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zeC - e

o o
J

I —
172—|—y27 172-|—y2

Y

(z,y)
Ambas son diferenciables, en consecuencia, C* es un grupo de Lie.

Ejemplo 1.90 Si Gy y Gs son grupos de Lie, entonces el producto cartesiano Gy x Go
con la estructura diferenciable del producto cartesiano de variedades es un grupo de
Lie:

Las aplicaciones

¢ (G x Ga) x (G x Gg) = Gy x Gy ((z1,22), (y1,92)) — (z1y1, T2Y2)
J:G x Gy = Gy x Gy ($7y)'_>(x—17y—1)

son diferenciables.

La proposicién siguiente nos permite dar muchos ejemplos de grupos de Lie:

Proposicién 1.91 Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo (algebraico) que tam-
bién es subvariedad regular. Entonces con su estructura diferenciable como
subvariedad H es un subgrupo de Lie.

Demostracién.- Se verifica facilmente que H x H es una subvariedad regular de
G x G. Asi, la aplicacion inclusién ¢ : H x H < G x G es un embebimiento. Si
¢:GxG =G, (x,y) — 2y es la ley de composicion del grupo G (¢ diferenciable),
entonces

pei:HxH—=G
es diferenciable y (¢°¢)(H x H) C H.

Si ¢ denota la aplicacion ¢ ¢ 7, considerada como aplicaciéon en H, es decir
¢ HxH—=H,

¢ no es la misma aplicacion que la ¢oi, pues se ha cambiado de variedad de
llegada.

Necesitamos demostrar que ¢ es diferenciable, y similarmente la aplicacién
J:H — G, dada por # — J(z) = 27!, es diferenciable como aplicacién en H:
Jig:H—H.

Ambos hechos se siguen del lema que veremos a continuacién, con lo que se
completa la demostracion. r

Ejemplo 1.92 La circunferencia S! puede ser identificada con los nimeros com-
plejos de médulo 1. S! es entonces un grupo de Lie contenido en el grupo de Lie

C*.
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P N M
F(P)
F
l‘p
A R ovN)
(VN
R

Tt
‘ / Co®=o(V)

(FHE ) € E)

GE)

Fig. 1.16:

Establezcamos el siguiente lema al que se hace alusién en la proposicién anterior.

Lema 1.93 Sea F': P — M una aplicacion diferenciable entre variedades diferencia-
bles, N una subvariedad regular de M tal que F(P) C N. Entonces F': P — N
es diferenciable.

Demostracién.- Ya que N es una subvariedad regular de M, cada punto de N esta
contenido en un entorno coordenado adaptado a N. Sea x € Pey = F(z) e My
sean (U, ) un sistema coordenado alrededor de x en P y (V, ¢) una carta adaptada
alrededor de y = F(z) en M, tal que F(U) C V. Tenemos ¢(V) = CJ'(¢) con
o(y) =(0,...,0) € R™ (m =dimM) y

qb(VﬂN):{fECé”(s)/fn"H:0,---,§m:0} (n = dim N).
Entonces la expresion en coordenadas locales de F' respecto a estas cartas es
F:pU) = Cg'(e) = (V)

(&, ..., 67— (FN(EY, ... €0), .. F™ (¢, ... ,€9),0,...,0),
(p=dim P), ya que F(P) C N.

Ahora bien (V N N,¢ = 7o¢|yny) es una carta alrededor de y en N, asi F
considerada como aplicacion en N, se expresa respecto a esta carta y a la carta
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P=IR .
F M=IR P=IR

- //H\\\\L////\\ M= R"
NN N
G(R)=N 10 k/%J

Fig. 1.17:

(U,¢) en P (ver Fig 1.16)

(€1, e (FY(EL, ... er), . (€L, €v)),

esto es, F' compuesta con la proyeccion sobre las primeras n coordenadas (proyeccién

de R™ en IR"), asi F es composicion de aplicaciones diferenciable y por tanto
diferenciable. r

Nota 1.94 Este lema no se verifica, en general, si N es una subvariedad inmersa.
Como ejemplo, sean P = IR,M = IR*; F: IR — IR*, G: R — IR* las aplicaciones que
describen la figura de “ocho” (Ejemplo 1.68) pero recorrida segiin indica la Fig. 1.17
vy F(0) = G(0); y sea la subvariedad inmersa N = G(IR).

F: R — G(IR) no es continua, ya que A = G( | — 1,1[ ) es un abierto en G(IR)
vy F71(A) = {0} U]d,+oo[ U ] — o0, =4[, para algin § > 0.

En el caso en que N sea una subvariedad inmersa, la aplicacion F: P — N del
lema, es diferenciable si es continua, mas precisamente:

Proposiciéon 1.95 Sea F: P — M una aplicacion diferenciable entre variedades
(dim P=p, dim M=m), N una subvariedad inmersa de M (dim N=n) y se
verifica que F(P) C N y F: P — N es continua. Entonces F: P — N es
diferenciable.

Demostracién.- En efecto, sea G : N’ — M la inmersién inyectiva que define
la subvariedad N, G(N’) = N. Entonces existe una tnica aplicaciéon Fy: P — N’
continua tal que F' = G- Fy. (Fig. 1.18)

Fy es tnica por ser G inyectiva. Fy es continua, pues si A es un abierto de N/,
entonces G(A) es abierto en N, y por las hipétesis (F: P — N) F~Y(G(A)) = F; ' (A)

es abierto en P.
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o
. &
IR /cg(s) T

.

C(e)

Fig. 1.18:

Para demostrar que F': P — N es diferenciable, basta probar que Fj lo es. Para
demostrar que Fy es diferenciable procedemos de la forma siguiente:

Sean los punto @ € P, 2’ = Fy(z) € N ey = G(Fy(x)) = F(x) € My los sistemas
coordenados (U, ") v (V,¢) en N y M, respectivamente, tales que ' € U', y € V,
GU) CV, ¢'(2") =(0,...,0) € R", o"(U") = Cle), o(y) = (0,...,0) € R™,

o(V) = CJ'(e) y que la expresién en coordenadas de la inmersién G esté dada por
G:Co(e) = C(e), (€. &) — (E1,...,€™,0,...,0).

Como Fj es continua, existe un sistema coordenado (U,¢) en P, tal que 2 € U y
Fo(U) C U', que en coordenadas se expresa por

o~ —1 T2
For o) = Ci(e), e’y = (Fo (heost?)se o B (o))

Ocurre entonces que respecto a las cartas (U, V) y (V,¢) la aplicacién diferen-
ciable tiene la siguiente expresion

F=G-Fy: o(U) = CJ' (),
1 e £1
(... nP) —s <F0 (s ..oonP), .. Fy (771,...,771’),0,...,0>

siendo F diferenciable, y por tanto rioF = ﬁ’;] : p(U) — IR son diferenciables (j =

1,...,n), es decir /¢ Z/J’B = Z/J’B] son diferenciables, y por tanto Z/J’B es diferenciable,
esto es Fy: P — N’ es diferenciable. 4
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Definicién 1.96 Si G es un grupo de Lie, se llaman traslacién a la izquierda y
traslacion a la derecha a las aplicaciones

L,:G=G R,:G—=G
x+— Ly(2) = ax r+— Ry(z) = za

donde a es un elemento fijo de G.

Proposiciéon 1.97 Las aplicaciones L, y R, son difeomorfismos y tienen como
inversas a (L)™' = Ly-1 vy (Ry)™' = Ry—1.

Demostraciéon.- Para demostrarlo basta observa que, por ejemplo, L, es la com-
posicion de las aplicaciones diferenciables:

G &% G6xG6 5% G
r +— (a,x) — ax
donde la primera aplicacion es la inclusion y la segunda la ley del grupo. Lo mismo
ocurre con R,. 4

Ejemplo 1.98 Grupo lineal especial. SL(n,IR) = {X € GL(n,]R)/ det X = 1}.

SL(n,R) es un subgrupo y una subvariedad regular de GL(n, IR), y por tanto,
por la proposicién anterior, es un grupo de Lie. Para probar esto, consideremos la
aplicacion

F:GL(n,R) - IR* = R— {0} X +— F(X) =det X.

Como det(XY) = (det X )(det Y), F es un homomorfismo de grupos (abstractos),
v as{ Ker F = SL(n,IR) es un subgrupo de GL(n,IR). Ademas F es diferenciable
y tiene rango constante:

Sean A € GL(n,R), a = det A, y Lx y L, las traslaciones en GL(n,IR) y en

IR*, respectivamente. Entonces
F(X)=(LgoFoLs-1)(X),

va que se tiene det X = adet(A™1X).
Como L, y L,-1 son difeomorfismos:

(rango F')x = (rango(Lg e F e La-1))y =rango((Lge FeLa-1)(X)) =
= rango (L)« (det(A7" X))o FL (A7 X))o (La-1)(X)) =
= rango (F,(A7'X)) = (rango F) 4-1 x.

Esto es, (rango F')x = (rango F')4-1x, VA, X € GL(n, R); con lo que tomando
A = X, resulta
(rango F')x = (rango F') x-1x = (rango F);.

Es decir, (rango F')x = cte.
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Ejemplo 1.99 Grupo ortogonal. O(n) = {X € GL(n,R)/X'X =1I}.

O(n) es un subgrupo de GL(n, IR) y una subvariedad regular y por tanto es un
grupo de Lie. En efecto:

O(n) es subgrupo abstracto de GL(n, IR).

Sea F: GL(n,R) = GL(n,R), X — F(X)='X X, (*X es la traspuesta de X);
F es diferenciable. Calculemos su rango:

Sea A € GL(n,IR) un elemento fijo. SiY es un elemento arbitrario de GL(n, IR),
se puede poner de la forma ¥ = XA~ para un cierto X € GL(n,IR). Por
tanto para probar que el rango de F' es constante, solo es necesario establecer que
rango( F, (X)) = rango(F, (X A™1)).

A tal fin, nétese que
FIXA™) = (XA HXA =AY XA = (Li go1 e Ry—1 o F)(X),
ast
rango( Fi (X A™")) = rango ((Le g-1 )« (XX AT ) o (Ry-1) ("X X) Fi (X)) =

= rango(F. (X)),

por ser Li -1y R4-1 difeomorfismos. Ver ademés el Ejercicio 43.
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Tensoresy formasdiferenciales
sobre una variedad

/

2.1 Tensores sobre espacios vectoriales reales

Necesitamos hacer un repaso de algunos hechos de algebra multilineal sobre es-
pacios vectoriales de dimensién finita. Para luego aplicar estos conceptos a las va-
riedades diferenciables tomando como base diversos espacios vectoriales y algebras
asociados a sus espacios tangentes.

Definicién 2.1 Se llama producto tensorial de dos espacios vectoriales reales Ey F a
todo par (G, ¢o) formado por un espacio vectorial real Gy y una aplicacién
bilineal po: E x F — Gq verificando las dos condiciones siguientes:

1. po(E X F) genera a Gy. ExF

2. (Propiedad de factorizacién universal) Para o h
todo espacio vectorial real G y toda aplicacion
bilineal h: E x F' — G, existe una tnica apli- @, G
cacién lineal Go — G tal que h = o ©0- 7

Teorema 2.2 (Existencia y Unicidad) Dados dos espacios vectoriales reales E
v F, existe un tunico producto tensorial de E y F, salvo isomorfismo. Lo
denotaremos por (E @ F, p).

Demostracién.- Existencia: Consideremos el conjunto I' = T'(E, F') de todas
las combinaciones lineales formales de elementos del producto cartesiano F x F, es
decir, las expresiones de la forma:s:

a = g ul,

=y

donde (u;,v;) € E x Fy o' € IR, son nulos salvo para un ntumero finito de indices.
Observemos que si a,b € I, se puede siempre tratar de modificar sus expresiones
anadiéndole, si es preciso, elementos (u,v) con coeficientes nulos, y suponerlos de la

a—z (ui,v b:Zﬁi(ui,vl)
=1

51
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Se define sobre I' una estructura de espacio vectorial, poniendo

T

a—l—b:Z(a + 89 (u;, v;) /\a—/\z (ui,v

=1

Asi, T es el espacio vectorial generado por E x F: I' = FE x F.
Consideremos ahora el subespacio I'y de I' engengrado por los elementos de la
forma

(Aug + Mg, pvr + prevy) — Aqpin (wg,v1) — Ay pa (g, v2) — Ao pn (ug, v1) — Agpia(uz, v2)

con ui,uz € E; vi,vg € F; A\, Ao, g, 12 € IR.

Sea el espacio vectorial cociente I'/T'g (que denotamos por E@ F) y la proyeccién
canénica 7: I' — I'/Tg. Entonces el par (I'/To,7|pxr) = (E @ F, ) es el producto
tensorial de E y F, donde ¢ es la restriccion mpyp: E X F — T'/To:

Probemos en primer lugar que ¢ es bilineal: Las sumas formales

(/\1u1 + /\2U27U) - /\1(u17U) - /\2(U27U) (U7/~L1U1 +M2U2) - Ml(uavl) - Mz(uyvz)

pertenecen a ['y. En consecuencia, su imagen mediante 7 es nula. Asi:
77((/\1u1 + /\2u2,v)> — /\17T<(u1,v)> — /\27T<(u2,v)> =0

W((u,/,qvl —I—/,L2v2)> — le((u,m)) — /,L27T<(U,U2)> =0

con lo que

c,o((/\lul + /\2u2,v)> = /\1<p<(u1,v)> + /\2<p<(u2,v)>
# ((uy pavr + pav2)) = pap((u,01)) + pap((u, v2))

lo que prueba que ¢ es bilineal.

Ya que la propiedad 1. se sigue de la construccion, tenemos sélo que probar que
la 2. es valida:

Sea (G un espacio vectorial real y f: F X F' — G una aplicaciéon bilineal. Ya que
E x F genera al' = ['(E, F'), podemos extender f a una aplicacién lineal f': ' — G

f’(Za ) S e (e

el €1

Como f es bilineal, f' se anula en I'g, y por tanto, f’ induce una aplicacién lineal

f E®F —G. Obv1amente f= f w. La unicidad de f se sigue de que ¢(E x F)
genera a B @ F.

ExF
Unicidad:  Sea (Go, ¢o) otro par gozando @ ¥o
de la propiedad de factorizacién universal para -
E x F. Por la propiedad de factorizacién EQF — G,
universal de (E @ F,p) [respectivamente, de T
(Go,@0)], existe una tnica aplicacién lineal N f /.
o: E®@F — Gy [resp., 7: Gg — E @ F] tal f il fo

que o = 0o [resp., ¢ = 7o pg]. Entonces

T
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Usando la unicidad de J/C\en la definicién de la propiedad de factorizaciéon univer-
sal, concluimos que 7e0 y o7 son las transformaciones identidad en E ® F y Gy
respectivamente, esto es 7 = ¢~ 1. d

Si (u,v) es un elemento de I', su clase en E @ F, es decir, la imagen mediante la
proyecciéon canodnica 7: I' - E ® F., la denotamos por u @ v.

De acuerdo con la construccion de E @ F' se satisfacen las siguientes identidades:

(U1 +u2)@v=u1 Quv+tus@v wu® (v +v2)=u@v+u® vy

AMu@v)=(Au)@v=u®(\v)
para todo w,uy,us € E; v,v1,v9 € F; A € IR.

Proposiciéon 2.3 Sea E un espacio vectorial real y consideremos a IR como un
espacio vectorial real. Entonces IR @ F es isomorfo a E.

Demostraciéon.- En efecto, sea f: IR x E — E la aplicacion bilineal que define
la ley externa en E. En virtud de la propiedad de la factorizacion universal, existe
una Unica aplicacién f: IR®@ E — E tal que

~

fA®@v) = Ao, YAe R Yo e E.

Por otra parte, existe una aplicacién lineal g: E - R® E, x> g(z) =1® z,

tal que feg=1p y go f = lprep; en consecuencia, f es un isomorfismo. r

Proposiciéon 2.4 E® F y F ® E son candnicamente isomorfos.

Demostracién.- Sea f: E x F — F @ FE la aplicacién bilineal definida por
f((u,v)) = v ® u. Factorizando E x F, existe una tnica f: EQ F - F® FE
aplicacion lineal, tal que J/C\(u @ v) = v @ u. Simultdneamente, existe una tnica
aplicacién lineal ]/C\’: F®FE — E®F tal que ]/C\/(U @ u) =u @ wv. Es obvio que ]/C\’ ° ]/C\
y J/C\o ]/C\’ son las transformaciones identidad en E @ F'y F @ E, respectivamente; con

loque f: E@Q F — F ® E es un isomorfismo, y se tiene pues una biyeccion lineal

candénicade EQ Fy F® E. 4

Nota 2.5 En caso de ser E = F' se ve que existe una biyeccion lineal tnica de F®@ F
en si mismo, que envia u @ v sobre v @ u, para u,v € E. Pero no podemos identificar
u®@v con v @ u, pues esta biyeccién no es la identidad. (La misma situaciéon aparece
en el producto cartesiano: Si A, B son dos conjuntos; (x,y) — (y,x) es una biyeccién
de A x B sobre B x A; para A = B, esta biyeccién no es la identidad).

Proposicién 2.6 (E @ F) @ Gy E ® (F @ G) son candnicamente isomorfos a
EoQF®dG.
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Demostraciéon.- En efecto, procediendo de forma andloga que para la definicion
de producto tensorial de dos espacios vectoriales, se define el producto tensorial
Hy = E® F ® G y una aplicacion trilineal candnica pg: E X F X G+ EQF® G
denotada por

wol(u,v,w) =u @ v @ w.

De esta forma toda aplicacién trilineal f: E X F x G — (E® F)® G se prolonga
a una aplicacion lineal inica

o~

f:E@F@G%(E@F)@G tal que flu@v@w)=(u®v)®w.
Existe una aplicacién lineal g: (EQF)®G — EQF @G definida por (u@v)@w
u@v@w tal que fogy gef son identidades. Luego EQ FQ Gy (E® F)® G son
canénicamente isomorfos.

Se demuestra de forma similar que E @ F @ G ~ E ® (F @ G). El producto

tensorial es pues asociativo. i

Proposiciéon 2.7 Dadas a las aplicaciones lineales f;: E; — F;, 1« = 1,2, existe
una unica aplicacion lineal

f: E1 & E2 — F1 & FQ, f(Ul ®U2) = fl(vl) & fz(Uz), ‘v’vl - El, \V/UQ € EQ.
Demostracién.- Consideremos la aplicacion bilineal
g: By x By » Fy @ Fy  definida por  (vy,v3) — g((vl,v2)> = f1(v1) @ fa(v2),

existe entonces, por la propiedad de factorizacién universal, una tnica aplicacion
lineal

f:E\QE; = FioF;, f(v1Qv) =g((vi,v2)) = fi(v1)@f2(v2), V(v1,v2) € Ey X Es.

4
Nota 2.8 La aplicacién f obtenida en esta Proposicion 2.7 la denotaremos por

f1 @ f2 producto tensorial de f; y f2. La generalizacién al caso de maéas de dos
aplicaciones es inmediata.

Proposicién 2.9 SiE,F,G son espacios vectoriales reales, el conjunto £5(E X F, G),
de todas las aplicaciones bilineales de E X F' en G, es isomorfoa L(EQ F, G),
aplicaciones lineales de E @ F en G.

Demostracién.- Dada una aplicaciéon bilineal f: E x F — G, la propiedad de
factorizacion universal de E x F', nos permite asegurar la existencia de una tnica
aplicacion lineal f: F ® F — G. Podemos entonces definir la aplicacion

®: H(EXF,G) > SEQFG)  f—o(f)=Ff

Esta aplicacion esta bien definida, es lineal, inyectiva y sobreyectiva; en conse-

cuencia, ® es un isomorfismo: £:(F x F.G) ~ £(E @ F,G). |
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Corolario 2.10 Si E y F son espacios vectoriales reales

(E® F)* ~ £,(E x F,IR). v

Proposiciéon 2.11 Sean E y F espacios vectoriales sobre IR con dimE = n y
dimF =m. Si{ey,...,e,} es una base de Ey {fi,..., fm} es una base de
F, entonces {€; @ fj}i=1....n:j=1,..m es una base de EQ@ F y dimE @ F =
(dim E)(dim F) = nm.

Demostracién.- Definimos las aplicaciones
s ExF— R por ¢£k<(ei,fj)>:5f5f (i,0=1,....n; j,k=1,...,m)

Estas aplicaciones se extienden por linealidad a todos los elementos de E x F'y
son linealmente independientes en £,(E x F,IR). En efecto, si

Lk
E Aepd " =0, M € IR
1<e<n
1<k<m
entonces
Lk 14 k
g Aewd™ ((eis £7)) E Aik6; 6]
1<4<n 1<4<n
1<k<m 1§k§m

Por tanto, y por el corolario anterior, dim (E @ F)* = dim £:(E x F,IR) > nm.
Ahora bien, todo elemento u @ v = c,o((u, v)) es combinacion lineal de e; @ f; =

c,o((ei, fj)>, y ya que ¢(E x F) genera a E® F, se sigue que {€; @ fj}i=1,...n: j=1....m
genera a £ @ F. Asi, se tiene la otra desigualdad:

dim(E®@ F)" =dim E® F < nm. 4
Proposicién 2.12 Sean E y F espacios vectoriales de dimension finita. Entonces
E* @ F~&(E,F).
Demostracién.- Consideremos la aplicacion bilineal
fiE* x F — &(E,F) <f<(9,v))>(u) = O(u)v, V8 € B*,Yu € E, Vo € F,
que al factorizarla a través de E* @ F, existe una unica aplicaciéon lineal
FiE*9F = &E,F) talque (f(8@0v))(u)=8(u)o.

Probemos que ]/C\es un isomorfismo: Sea {ey,..., e, } una base de E, {e',... e"}
su base dual en E* y {fi,..., fm} un a base de F. Demostremos que

{feom<i<n1<j<m}
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son linealmente independientes; si

Y MNfleaf)=o, N eR
1<i<n
1Zj<m

entonces

o= | Y Mo |(a)= Y Mafi=> Mfi=0 (k=1,....n),
1<i<n 1<i<n j=1

1<j3m 1<j3m
y de aqui, al ser {f1,..., fin} una base, resulta /\‘Z =0.

Ahora bien, ya que dim E* @ F = dim £(E,F) = nm, ]/C\es un isomorfismo de
E* @ F sobre £(E, F). 4

Proposiciéon 2.13 Dados dos espacios vectoriales E y F de dimension finita, se
tiene

E*@F*~(E®F)*.

Demostracién.- Por la propiedad de factorizacion universal de E* x F*, la apli-

cacién bilineal f: E* x F* — (E @ F)* definida por
(F((@.8))(w @ v) = a(u)d(v), H(u,v,0,0) € B x F x E* x F*

da lugar a una aplicacién lineal ]/C\: E*@F* - (E® F)* tal que

o~

(f(oz ®5)>(u @v) =alu)f(v) Y(u,v,a,0) € ExF x E*x F*.

Para probar que f es un isomorfismo, basta con tomar bases en F, F, E* F*, y
proceder como en la demostracion de la proposiciéon precedente. r

2.2 Algebra tensorial

Definimos ahora varios espacios tensoriales asociados a un espacio vectorial real
fijo E, de dimension finita.

Definicién 2.14 Para un entero positivo r, llamamosa Q" F = E® ", ® FE espacio
tensorial contravariante de grado r. Un elemento de Q" E se denomina tensor
contravariante de grado r. Sir =1, ®1 E = FE, y por convenio agregamos
que ®0 E=IR.

s)

Similarmente, Q ,E = E*® --- QE* se llama espacio tensorial cova-
riante de grado s, y sus elementos, tensores covariantes de grado s. Entonces

&, E = E*, y convenimos en que QQ, E = IR.
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Definimos el espacio tensorial de tipo (r,s), o espacio tensorial de grado
contravariante r y de grado covariante s, como el producto tensorial

‘T") s)

R.E=(Q® E)2(Q,F)=Ew--@E2E'@- - QF",

a sus elementos le denominamos tensores de tipo (r,s).

Componentes de un tensor. Criterio de tensorialidad

Sea {e1,...,e,} una base de E y {e',...,e"} su base dual en E*, entonces una
base de X)| E estd formada por los elementos del conjunto

{0 @ Qe @ @ @ /1 <ip,jr<n, 1<k<r 1<L<s}.
Todo tensor de tipo (r,s) puede expresarse de forma tnica por

t = Z ti‘l."ireil®"'®€i7,®€jl®"-®€js7

Jids

donde los tﬁ"]” son denominadas componentes de t respecto a la base {€;}i=1, . n-
Para un cambio de base en E, las componentes de los tensores sufren las siguientes
transformaciones:
Sean {ey,...,e,} v {€1,...,€,} dos bases de E relacionadas por la transfor-
macion lineal

éi:ZA‘Zej, (i:1,...,n).
j=1

El correspondiente cambio de las bases duales en E* esta dado por

éi:ZB;ej, (1=1,...,n)
=1

n

donde B = (B;) es la matriz inversa de la matriz A = (A;) tal que Z A}Bi =
j=1

Asf{ para las componentes del tensor de tipo (r,s) expresado arriba tenemos la

siguiente transformacién:

i1ty i ir ol by T ke ky 1<s1,..,,<n
tjl"'js - Z Akl Akrle Bjs tfl"'és ( 1<51,.js<n
1<ky,...,kp<n - -

1< La<n
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Es ésta la ley de transformacién tensorial que constituye un criterio de tensoriali-
dad, que nos permite averiguar cuando una serie de nimeros reales son las compo-
nentes de un tensor.

Definicién 2.15 Al espacio vectorial suma directa T(E) = Z &X' E, siendo
r,s>0
Qo E = IR, se denomina élgebra tensorial de E.

Un elemento de T(E) es de la forma Z K, donde KT € ®' E y son nulos
r,s>0
salvo un niimero finito de ellos. Cada elemento de T'(E) se denomina simplemente
tensor.
Sobre T'(E) se define una estructura de algebra graduada, asociativa, con elemento
unidad y no conmutativa sobre IR, definiendo un producto

@: T(E)xT(E)—T(E)
de la forma siguiente: si

u=u@ QU000 € @E Yy v=010 00,00 00w € QVE,

r+p
stq FE es el elemento

por definicién, v @ v € K
UQU=U1 @ Qu, Q01 @R, 00 @00 Qw @ @w,

y se extiende este producto por linealidad a todo T(E). Asi tenemos la ley de
composicion

. e r P r- r+p
@: T(E)xT(E)—T(E) (Ix,L)E®8Ex®qu—>Ix®LE®S+qE
En términos de componentes, si K esta dado por Ix "y L por L 4 , entonces

(Ix ® L)H lr+p 1'711 ZTLZT‘I'l Z‘T’-I-p

Js+1"Je+q

Definicién 2.16 Los elementos de T(E) que pertenecen a Q', E se denominan ten-
sores homogéneos de grado (r,s). Un tensor homogéneo se dice descomponible
si puede ser escrito de la forma

M@ QU,w @ ®w?

conv; CEyw! ¢E* (i=1,...,r,5=1,...,s).

Definicién 2.17 Sean r,s > 1, enteros; para cada par ordenado de enteros ((, k),
tales que 1 < <r y 1 <k <s, sele asocia una aplicacion lineal, llamada
contraccién y denotada por Cf :

¢/ Q.E— Q. E
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Cf(m@'--@vr@wl@---@(ﬂs):
:wk(W)Ul®---®@®---®vr®w1®---®wk®---®w37

donde v; € E, w € E* (i =1,...,r;7 = 1,...,s) ¥y significa que ese
término se suprime.

En términos de componentes la contracién C§ aplica un tensor K € Q. E de
g - -1
componentes K& ,“’ en un tensor Cffx € ®Z_1 E. cuyas componentes, con respecto
a bases duales, estan dadas por

l ) At1ctp—1higtp_q
<C€ “Jem1 ZI Ik—1hgggs—1”

Interpretacion de tensores como aplicaciones multilineales

s)

Proposicién 2.18 ®3E = E*® -+ QFE* es candnicamente isomorfo al espa-

cio vectorial £s(E x 2. xE,R), de todas las aplicaciones multilineales de

Ex . “Een R

Demostracién.- Si factorizamos la aplicacién multilineal

2

FiE xS BT o e (Ex B R),

6',...,6%) —s <f<(91,...,98)>>(v1,...,vs) = 0'(vy)- - 6(v,), Vi€ B,
9

a través del producto tensorial E*® - - @E*, se obtiene un isomorfismo
s) s)

FiE*® - QE* = £,(Ex - xE, RR).

Resulta, por tanto, que podemos identificar los elementos de ), E (tensores de

tipo (0,s)) con aplicaciones multilineales de E x 2. x F en IR. 4

r)

Proposicién 2.19 Q" E = E® --- )

@F es isomorfo a £,(E*x -~ xE* IR)

Demostracién.- Se procede de forma andloga a la proposiciéon anterior. Se iden-

r)

tifican asi, los tensores de tipo (r,0) con aplicaciones multilineales de E*x -+ x E*
en IR. 4
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Proposicién 2.20 ®'E = E @ E*@ - 0E* es isomorfo a Cy(Ex -~ xE, E)

Demostraciéon.- Usando sucesivamente las Proposiciones 2.4, 2.12 y las corres-
pondientes generalizaciones de las Proposiciones 2.13 y 2.9, resulta

E(Q.E)~(Q.E)2E~£L(Q,E)E)~L(QR"E,E) ~ L,(Ex 2, xE,E).

4
Con esta interpretacion un tensor K de tipo (1,s) es una aplicacién multilineal

de Ex 2, xEen E. Si{ey,...,e,} esunabasede E, K = K}1~~~js€i QeI Q.- @ el
se corresponde con la aplicaciéon multilineal de E x 2. xFE en FE tal que

K(ejl,. .. ,ejs) = A’;r"js €;.

Nota 2.21 Hemos denotado por {e!,...,e"} la base dual, en el espacio vectorial
dual E*, de la base {ey,...,¢,} de E.

También hemos prescindido del signo de sumatorio, lo cual haremos en lo suce-
sivo, entendiendo que si un superindice coincide con un subindice de términos dis-
tintos el sumatorio se extiende al rango de dicho indice.

Similar interpretacién puede darse para tensores de tipo (r, s) sobre E, por ejem-
plo:

Proposicién 2.22 El espacio vectorial Q. E = E® ), QFE @ E*® 2 ®QE* es

isomorfo a £, ,(E % 2. xFE x E* ", x E*,IR) espacio vectorial de las apli-

caciones multilineales de FE x -8-)- xE x E* -T-)- x E* en IR.

Demostracién.- Si a cada f € £, ,(EX 2 xEx B xE* IR) se le asigna

J/C\E L(® E,R), de tal forma que el diagrama siguiente sea conmutativo

s) *7’) f
Ex - xEx E

\ /

R E=Es " 0Ec B

siendo F la factorizacién de a través del producto tensorial s E resulta un
p T 2
1somorfismo. Asi:

S (Ex D xExE ) B R) ~ Y@ E.R) ~ (R E) ~

N s) N ) ) N s) N r
~F*2  QF*RQEQ - QE~F®R - QFEQ E*w - - QF 2®3E
4
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Extensién de un isomorfismo entre espacios vectoriales a un isomorfismo
entre algebras tensoriales

Proposiciéon 2.23 Existe una correspondencia biyectiva candnica entre los isomor-
fismos lineales de un espacio vectorial E sobre otro espacio vectorial F'y los
isomorfismo de las algebras T(E) sobre T(F') que conservan el tipo tensorial
v conmutan con la contraccion.

En particular, el grupo de automorfismos de E es isomorfo, de forma
candnica, al grupo de los automorfismos del dlgebra tensorial T(E) que
conservan el tipo tensorial y conmutan con la contraccion.

Demostracién.-

a) Si f: E — F es un isomorfismo lineal, entonces su traspuesta f: F* — E*
es un isomorfismo y ‘f~!: E* — F* es un isomorfismo. Por la Proposicién 2.7,
obtenemos un tnico isomorfismo lineal f @ f~!': E@ E* - F @ F*. En general,
obtenemos un isomorfismo lineal de T(E) sobre T(F') que aplica &) E sobre Q). F'.
Este isomorfismo, llamado extensién de f y denotado por f, es el inico isomorfismo
entre las algebras T(E) y T(F) que es extension de f; la unicidad se sigue del hecho
de estar T(E) generado por R, E y E*.

f conmuta con toda contraccién, pues siv; @ - Q0,0 @---260° € Q. E

(ff)@“)(v1®---®vr®91®---®98):

= ) f(o1) @@ flo) @@ flo) @ FHE) @
@ B @0 Y =

= CH(flo)@ @ flu,) @ Y a0 718 =

_ <cgof>(U1®...®Ur®91®...®98)7

donde ~ significa que se suprime ese factor. De aqui se deduce que CF o f = fo cr,

en todo ®Z E.

b) Probemos ahora que todo isomorfismo de algebras h: T(E) — T(F) esta
inducido por un isomorfismo f: E — F, en el supuesto que h conserve el tipo
tensorial y conmute con la contraccién.

Ya que h conserva el tipo de tensores, aplica ®(1) F = FE isomoérficamente sobre
®(1) F = F. Denotaremos la restriccion de b a FE por f. Ya que aplica todo elemento
del cuerpo IR sobre si mismo, y conmuta con toda contraccion, tenemos, para todo

ve Ey#eE*,
h(9)<f(v)> = h(9)<h(v)) = (h(v) ® h(9)> =

— Cl (Ao © 8) = h(e} (0 © 8)) = h(6(0) = 0.
Entonces h(6) = f=1(9).
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h y la extensiéon de f coinciden sobre IR, E'y E*, v ya que el algebra tensorial
estd generada por IR, E'y E*, h coincide con la extension de f. r

2.3 Algebra exterior

Tensores simétricos y antisimétricos

Sea p un entero positivo, y consideremos @ E* ~ £,(Ex 2. xE,IR) el espa-

cio vectorial de todos los tensores covariantes de orden p sobre E. Definimos las
aplicaciones lineales

S:®pE*—>®pE*, A:@pE*—}®pE*,

respectivamente por:

. 1 .
(SE)(v1,..50) = = Y K(Vo(1)s- -1 Va(p)

. 1 .
(AK)(v1,...,0p) = = Y 0K (V1)1 V()

donde K € Q" E*,v; € E, G, es el grupo de las permutaciones de p elementos y €,

igual a +1 o -1 segin que la paridad de la permutacién o sea par o impar respecto

a la permutacién natural (1,2,...,p).

Definiciéon 2.24 A las aplicaciones A y S se les denomina operador antisimetrizacion
v simetrizacidn, respectivamente.

Un tensor K € K" E*, se llama antisimétrico o alternado si AK = K y
K se dice que es simétrico si SK = K.

Estas condiciones de la definicién se expresan en forma equivalente como sigue:
K € Q" E* es simétrico si para cada 1 <i,j < p, se tiene

K(vi,.o05,000,05,0.0,0p) = K(v1,...,05, ..., 04, ..., 0p).

Similarmente, K es antisimétrico si al intercambiar los indices 1 < 7,7 < p,
cambia el signo

K(vi,.oo04,000,05,000,0p) = =K (01, ..., 0,0, 04, ..., 0p ),

o equivalentemente
K(vi, .. 05,...,04,...,0p) = 0.
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Nota 2.25 Todo esto, de hecho, es valido también para el espacio de todos los
tensores contravariantes de orden p sobre E: @ E. No obstante, nos ocuparemos,
en lo sucesivo, solamente de los tensores covariantes antisimétricos.

. L . e P)
El conjunto de las aplicaciones multilineales antisimétricas de Ex -+ XFE en
IR (tensores covariantes antisimétricos de orden p sobre E) forman un subespacio

vectorial de ®” E* y lo denotaremos por A" E*. Ponemos /\0 E* = IR. Parap =1,
tenemos A\' E* = E*. Y si p > n (n = dim E), entonces \* E* = {0}.
Denotaremos por /A E* la suma directa /\0 E* /\1 Erg.-. 5 /\n E*, o sea

ANE*=R®&E*®& N°E*®---® \"E*.

A\ E* es un subespacio vectorial de Z ®k E*, pero no una subalgebra, pues si
k>0

ae NPE*y 8 e A" E*, se puede demostrar, con un ejemplo, que o @ 3 puede no

ser un elemento de /\p+q E*. Esto es, el producto tensorial de tensores alternados

sobre E no es, en general, un tensor alternado sobre E. Sabemos que cada tensor

determina un tensor antisimétrico: suimagen mediante el operador antisimetrizacion

A. Este hecho nos va servir para dar otra multiplicacion de tensores antisimétricos.

Definiciéon 2.26 La aplicacion
A NPE* x NE* — NPYE* (o, 8) — a A3 =Ala® )

se llama producto exterior de o y 3.

Propiedades del producto exterior

1) Bilineal: Si o, 3,7 € A" E*, a,b € IR, se tiene
(acr +bB) Ay = ala Ay) +b(B A7),

aA(af +by)=alaAp)+blaAy),

relaciones que surgen claramente de la definicién de producto exterior: linealidad de
A y distributividad del producto tensorial.

2) Asociativa: Sia € AP E*, 3 e N"E*y~ € \" E*, entonces

(@ AB) Ay =aA(BAY).

Para probarla, primero establezcamos la propiedad del operador antisimetriza-

cién siguiente: Si P € Q" E*, Q € Q' E* y Re K" E*, entonces

AP2Q®R) = A(A(P© Q)@ R) = A(P© AQ @ R)).
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Para ello, sea & = G444 €l grupo de las permutaciones de (1,2,...,p+ ¢+ 1)
y &’ el subgrupo de & que deja fijo los ltimos r elementos; &' es isomorfo al grupo
de las permutaciones &,4, de (1,2,...,p+ ¢).

Tenemos, para vi,...,Vptqtr € B

A(A(P @ Q) @ R) (01, Optgir) =

m Z e AL O Q)(Vo1)s - Vo(pt ) B (Vo (ptqt1)s - Voptasn) =

1
50-0-/P Vgo! yooe s Uggt

eSS o ES!
Q( Yoo/ (p+1)s - 7Ua'a"(p—l—q))R(Ua'a"(p—l—q—l—l)v SR 7Ua'a"(p—|—q—|—r))7
donde hemos usado que c,6, = €44 ¥y que o es la identidad sobre los tltimos r

elementos de (1,2,...,p+q+7r).
La relacion anterior es igual a

1
(r+9) > e (AP BQER) 0oy, Voriprgsn) =
o' €&’

= <"4(P @ Q ® R))(Ulv cee 7Up+q+7’)7

va que A(P ® Q ® R) es antisimétrico y por tanto el dltimo sumatorio tiene (p + ¢)!
sumandos iguales.
Por tanto

AP Q@ R)=A(AP®Q)® R).

La segunda igualdad se prueba de forma analoga.
Tenemos que

(anB)Ay=(Ala®@B) Ay =AlAla®B)@y) =
= Ala @ AB@7) =ahABF©OY) =an(FAr).

3) Sia' e A" E*, (i =1,...,k) entonces
PN A A = At @a? @@ ak).

Se trata de una generalizacion inmediata de la propiedad anterior, suprimiendo
los paréntesis, debido a la asociatividad del producto tensorial.

Estas propiedades nos permite dotar a /\ E* de una estructura de &lgebra aso-
ciativa sobre IR". Para ello definimos el producto

N: NE* — \E*
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simplemente extendiendo el producto exterior por bilinealidad para que se verifique
la ley distributiva. Asisi o, € A\ E*, entonces si n = dim E

a=a'+--+af a'e \"EY (1<i<k 0<p;<n)
B=p"+-- 48, Fe\YE* (1<j<t 0<g¢<n=dimE)
y definimos

k 4
oz/\ﬁ:ZZozi/\ﬁj.

i=1 j=1

Definicién 2.27 El algebra /\ E* asociativa asi obtenida , se llama 4lgebra exterior
o algebra de Grassmann y a sus elementos se les denomina formas sobre E.
Las formas en /\k E* se dicen que son de grado k o k—formas.

4) El algebra exterior A\ E* es anticonmutativa; es decir, se tiene la siguiente
propiedad.:
Siae NP E*y 3 e A\ E*, entonces

aNp=(=1)P3Aa.
Esto es equivalente a demostar que
Ala @ B) = (=1)"A(B © a).
Para probar esta igualdad, observemos que para todo vy,...,vp44 € E

(A0 @ B)) (01, - vpig) =

1
T Y. 200Uy Vo) BWotparys s Votprn) =
€6, 4q
1
T+ ) D coBotpirys e Uotpr) ) Va (1) Vo) =

0€S, 414

1
(p + Q)’ Z 50’6(7)0'7'(1)7 s 7Ua'r(q))a(va'r(q—|—1)7 s 7Ua'r(p—|—q)) =
0€S, 414

= (A(B© Q) (Vrr)s - Ur(q)s Ve(gn)s > Vr(pg)) = Er (AB @ 0)) (1, vptg)

siendo 7 la permutacién que envia la (p + ¢)—upla (1,...,p,p+ 1,...,p+ q) en la
(p+1,...,p+q,1,2,...,p). Y, ya que es facil comprobar que e, = (—1)??, podemos
escribir

aNp=(=1)P3Aa.
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Proposicién 2.28 Si {w!,...,w"} es una base de E*, entonces
{wr A AW 1<y <y <o <idp <n}
es una base de \" E* (r <n) y dim N\ E* =2".

Demostracién.- Si v > n, sabemos que \" E* = {0}. Sea entonces un entero
r<n,y{wl,...,w"} la base dual en E* de la base {e;,...,¢,} de E.

Ya que \" E* = A(Q" E*), la imagen mediante el operador antisimetrizacién de
la base {w" @ -Quw' } de ®r E* genera a /\r E*. Tenemos que A(w" @---Quw') =
WA AW,

Pero por otra parte, de acuerdo con la propiedad anticonmutativa, al permutar
el orden de los i1, ...,1,, los elementos que se obtienen en el segundo miembro son

iguales, salvo a caso un cambio de signo. Deducimos que el conjunto de (Z) elementos
{wr A AW 1< <idp <or <dp <}
genera a \" E*. Ademés son independientes: sea
Z iy, @ N A’ = 0.
1<i1 <--<ip<n

Si aplicamos esta relacién a los vectores (e, ,..., ek, ), 1 <k < -+ <k, <n,
obtenemos:

0: Z ail...iTuJil /\/\WZT <(€k17"‘7ekr)>:
1<iy < <ip<n

= ﬁ Z Z €aai1...irwi1(€a.(k1))"'wiT(ea.(kr)) =

T1<i <<, <n 0 €S,
i (o) —
=5 ) i@ en) o w(er,) =
1< <<y <n

‘ ‘ 1

J— . . 21 . tr __ T J—

=5 E iy ooy O o O = ek, = 0.
1<iy < <ip<n

Como esto es cierto para cualquiera que sean los elementos ky < --- < k, toma-
dos, resulta que todos los coeficientes son nulos y los elementos del conjunto

{w' A AW 1<y <y < < iy <nf

son independientes. As{ dim N\ E* = <n>7 y

T

dim NE* = dim (11%@ E*oNE*®-- @ /\"E*> -

:<g>+<€b>+---+<z>=(1+1)"=2"- .
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Nota 2.29 Suele darse también la siguiente definicién de producto exterior, que
denotamos aqui por A, de dos formas a € AP E* y 3 € A\ E*:

am:(f’zjiq)!,zt(a@ﬁ).

Por consiguiente, la relacién entre este producto exterior y el que nosotros hemos
adoptado es:

I !
ahB=-"LL oRB, aeNE*, 3eNE
(r+q)!

Isomorfismo entre \” E* y (A’ E)*

El estudio que hemos hecho para tensores covariantes de orden p (R E* =

Lp(Ex 2. xE,IR)), lo podemos efectuar de forma paralela con tensores contravari-

antes de orden p (Q¥ E = £,(E* x . x E*,IR)). Asi, podemos definir el subespacio
vectorial de los tensores contravariantes de orden p antisimétricos, que denotamos
por A" E; y dotar al conjunto

ANE=RCESN'ES - o \"E

de estructura de algebra asociativa. Se tiene entonces los siguientes isomorfismos
canonicos:
Proposicién 2.30 A? E* es isomorfo a (\" E)*, y por consiguiente

Demostracién.- Consideremos la aplicacién que a ¢ € (A" E)* le asocia el ele-
mento $ € A\ E*, definido como sigue:

~ ) ~
p: Ex P xE= R c,o((vl,...,vp)> =p(v1 A= Avp), Yoi,...,v, € E,

esta aplicacion @ estd bien definida; es decir, ¢ es multilineal y alternada (o anti-
simétrica); esto es, se trata de un elemento de A\? E*.
Ademds la aplicaciéon ¢ — @ verifica

Np = A\ y pto=0+6. VAER, Vo, dc (NE).

Y, finalmente, si $ = 0, resulta que ¢ = 0. Por lo que al ser dim (A" E)* =
dim \' E* = (Z), se tiene que la aplicacion ¢ — $ es un isomorfismo de (A" E)*
sobre A" E*.
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Como consecuencia de estos isomorfismos para p = 0,1,...,n, se tiene

n *

AE =Y NE =Y (NEf~(Y N'E| =(AE)"

k=0 k=0 k=0 4

Extensién de un isomorfismo sobre E a un isomorfismo sobre A E*

Para terminar esta seccién, consideremos la extension de un isomorfismo de un
espacio vectorial E sobre s{ mismo, a un isomorfismo de /A E* en s{ mismo. (También
se puede considerar el caso en que el isomorfismo sea de un espacio vectorial F sobre
otro F).

Si f: E — E es un isomorfismo, entonces f induce un tnico isomorfismo de
algebras f N E* — N\ E* que es extensién de f; f conserva el grado tensorial, esto
es,f./\ E*—>/\ E*.

En particular, ]/C\: A" E* — A" E*. Entonces ya que dim A" E* = 1, existe
A € IR tal que B

f|/\"E* = /\]—|/\"E*7

este escalar \ es precisamente el determinante de la matriz asociada a f.

2.4 Tensores en un punto de una variedad

Sea M una variedad diferenciable n—dimensional y consideremos los espacios vec-
toriales T,(M) y T}(M) de los vectores tangentes y cotangentes a M en un punto
x, respectivamente. Trasladando los conceptos de algebra tensorial asociada a un
espacio vectorial arbitario al espacio tangente a una variedad, tenemos las siguientes
definiciones:

Definiciéon 2.31 Un tensor r veces contravariante en @ € M es un elemento del espa-

cio vectorial Q" T,(M); es decir, una aplicacién T}(M)x ", xTHM) - R

multilineal.
Un tensor s veces covariante en x € M es un elemento del espacio vectorial

&, Te(M) = Q°T*(M); es decir, una aplicacicén Ty,(M)x 2. xTy(M) = IR

multilineal.

Un tensor de tipo (r,s) en @ € M, es decir r veces contravariante y s veces
covariante, es un elemento del espacio vectorial K| T,(M) = <®r Tx(l\/|)> ®
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; esto es, una aplicacion multilineal 1; X = X1y X
T M licacion multilineal Ty(M)x -2 xTu(M

T*(M)x . < T*(M) = R.
Una p—forma diferencial en € M es un elemento del espacio vectorial
AP T*(M); es decir, un tensor p veces covariante antisimétrico; o lo que es lo

mismo, una aplicacién multilineal antisimétrica T,(M)x 2. xTy(M) — IR.

En particular, los vectores tangentes a M en x son tensores de tipo (1,0) en x
v los vectores cotangentes o covectores a M en x, son tensores de tipo (0,1) en z o
l-formas en x.

La base natural del espacio tangente a una variedad en un punto = viene dada
por los vectores basicos asociados a un sistema coordenado alrededor de x. Asi, si
(U,c,o = (:1;1,...,:1;")> es una carta local con v € U, {%,..., ai"} es la base de

T,(M)y {d:z;l, . ,d:z;"} la de T} (M) asociadas a dicha carta. Un tensor K de tipo

(r,s) en x se tendra la siguiente expresién:

@ dx?t @ - @ dale .

D
K= I&’;l""’“ @@

e Opit Ozir
S3 (V7 o= (yl, . ,y")) es otra carta alrededor de x, respecto a ésta, K se expre-
sara por:
I 4 :
P 7 EREI J Js
K=Kj.j Jyt ER Oy'r Ddyt @ O dy”

Por lo que la relacién entre ambas componentes viene dada, teniendo en cuenta
como es el cambio de base, por la siguiente relacién (ver pag. 57):

Fanan _ i, Oy Oy O Oads
Y818, = Y. O dzir Py ayﬁs'

2.5 Fibrado tangente. Campos de vectores

Con objeto de estudiar la diferenciabilidad de tensores sobre una variedad di-
ferenciable M introducimos nuevas variedades canénicamente asociadas a M y asi
podemos interpretar cualquier tipo de tensor como aplicaciones de M en tales varie-
dades.

Definiciéon 2.32 El conjunto

se denomina fibrado tangente a la variedad M.
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Definimos la aplicacién canénica = : T(M) — M en la manera siguiente: si
v e T(M), v €Ty(M) para un solo € M, entonces ponemos m(v) = .

Teorema 2.33 Sobre el fibrado tangente T(M) de una variedad M de dimensién n
existe una estructura de variedad diferenciable de clase C'*° y de dimension
2n de forma tal que 7: T(M) — M es una submersion.

Demostracién.- Sea {(Ua,pa)/a € A} un atlas sobre M. Para cada a € A con-
sideramos el subconjunto #~1(U,) C T(M), y definimos

Po: 7 N Us) = pa(Us) x R" C R*"

v— Po(v) = (c,oa(ﬂ'(v));vi, .. ,vZ) = (:1:;(77(1))), .. ,J}Z(F(U)),Ui, ... ,vZ),

7

donde (x.,...,2") son las funciones coordenadas de (U,, pq) v (vl,...,0v?) son las

componentes de v € T(,)(M) respecto a la base natural relativa a dicha carta; esto

n
€S, U = E Ui a

9 - o 7
Z

=1 g @

La coleccién de pares {(F_l(Ua), cfova)/oz € A} verifican las siguientes propieda-
des, que permiten definir una estructura diferenciable sobre T'(M):
1) Para todo a € A, ¢, es biyectiva sobre su imagen.

2) Si(Ua,¢a)y (Ug,pp) son dos cartas locales en M, tales que U, N Ug # O,
entonces 771 (Uy) N7~ 1 (Ug) # O, v la composicién

Pao 5 Gp(r T (Ua) N7 (Up) = Ga((m ™ (Ua) N7~ (Up))

es una aplicacion diferenciable; pues estd dada por

(oo @3 )€ .. €A LA =

donde (&',... " N . A € g (W_l(Ua)ﬂﬁ_l(U5)>, c,ogz(x%,...,xg) y v =

n
. 0
Z /\66?, y, por tanto
i=1 8

Pac ‘Egl = (¢a °‘P§1) x J(¢a °‘P§1)7

donde J(pq oc,ogl) : IR" — IR" es la aplicacién diferenciable determinada por la
matriz Jacobiana de ¢4 ° c,ogl.

3) La coleccién {c;ovgl(W)/oz € A y W conjunto abierto en IRZ"} constituye
una base para la topologia de T(M). Para esta topologia en T(M) la familia

{(W_l(Ua),c,Ao/a)/Oz € A} constituye un atlas para una estructura diferenciable de
dimensién 2n sobre T'(M).
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4) Con esta topologia es facil demostrar que T(M) es separado:

Sean vy,vy € T(M), vy # ve. Distinguiremos dos casos:

a) Si vy € Ty, (M),v2 € Ty, (M), con x1 # x3. Como M es separado, existen
Uy, Uy abiertos disjuntos y o1 € Uy, 22 € Us. Luego 7~ 1(Uy), 7 1 (Uz) son abiertos
disjuntos de T(M) y vy € =1 (Uy),v9 € 771 (U3).

b) Si vy,ve € Ty, (M). Respecto a la carta (U, ) en M, $(v1) = (z, &, ..., €M),
p(vz) = (z,n',...,n"). Como & = (&',...."), n=("....,n"), £ #ny R" es
separado, existen abiertos disjuntos Wy, W, en IR" con £ € Wy,n € W,. Luego
e p(U) x Wh), @1 (p(U) x W3) son abiertos disjuntos en T(M) y se tiene que
vi € G Hp(U) x W), vz € 571 ((U) x W),

5) Si consideramos sobre T'(M) la estructura de variedad diferenciable asi de-
finida, = : T(M) — M es trivialmente diferenciable y su aplicacién inducida es
sobreyectiva, se trata pues de una submersién. r

Definicién 2.34 Un campo de vectores sobre una variedad diferenciable M, es una
aplicacion X : M — T(M), tal que mo X =1

Asi pues, dar un campo de vectores consiste en asignar a cada punto de la
variedad un vector tangente en dicho punto.

Dado X, campo de vectors sobre M, v f € F(M), funcién real diferenciables sobre
M, definimos la aplicacién

Xf:M—=1IR por (Xf)(:z;)zX(:z;)(f) = X,.(f) VeeM.

Si (U, o= (at, ... ,:1;")) es una carta local de M, definimos los campos de vectores

: U — T(U), por %(l‘) € Ty(M), Vo € U; estando dada sobre U la estructura

el
2
de variedad diferenciable inducida por la de M.

Proposicién 2.35 Un campo de vectores X : M — T(M) es diferenciable si y sélo
siVfeFM), XfeFM).

Demostracién.- Ya que la diferenciablidad tiene caracter local, basta con hacer
la demostracién en una carta (U, ¢) de funciones coordenadas (z!,... ™).
1) Supongamos que X : U — T(U) y f: U — IR son diferenciables, probemos

que X f € §(U).
Vo e U, Xx_ZX

0 ) .
R siendo {%}ﬁl,m,n los campos de vectores basicos
en U. Definimos las aphcac1ones X": U — IR, por X'(z) = X!. Entonces

7

(XA = Xolf) = Y X (f ZX (2L er) o)

=1

Asi X f es suma de productos de funciones diferenciables.

2) Reciprocamente, la aplicacién X es diferenciable si lo es la aplicacién
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PoXop lipU) = U)x R", (2,....2")— (', 2", X1, ..., X"),
la cual lo es al ser todas sus funciones componentes diferenciables. r

Al conjunto de los campos de vectores diferenciables sobre M lo denotamos por
X(M) , el cual, con las operaciones siguientes, es un §(M)-maédulo:

VX,V € X(M), Vf,g € §M), Vo € M.
(FXule) = F)Xlo) (M. 79 € S

En particular X(M) es un espacio vectorial sobre IR.

Si U es un abierto coordenado de M, con funciones coordenadas (z!,...,2"), los
campos de vectores {%, R } es una base de X(U).

Se tienen unos ejemplos notables de subvariedades en el fibrado tangente T'(M)
a una variedad diferenciable:
— Si 2 € M, cada fibra 77 !(2) = T,,(M) es una subvariedad regular de T(M), y
7 es una submersién.

- Si X € X(M), X(M) es una subvariedad de T(M), pues X: M — T(M) es una

inmersion inyectiva.

Algebra de Lie de los campos de vectores diferenciables sobre M

Si X,Y € X(M), definimos un producto en X(M), que denominaremos corchete,
por la relacion siguiente:

X Y]o(f) = XY ) = Vo(XF).  Vf € F(M), Vo € M.

Se verifican las siguientes propiedades:

1) [X,Y] € X(M) (Campo de vectores diferenciable)
2) [X,Y] = -]V, X] (Anticonmutatividad)

3) [X +Y,Z|=[X,Z]+ Y, 7] (Bilinealidad respecto a la suma)
4) NX, Y] =[X,\Y] = A\X,Y] (7 7 al producto por un escalar)
5 [X, [V, Z]|+ Y, [Z,X]|+[Z,[X,Y]]=0 (Identidad de Jacobi)

6) [FX.gV] = Fg[X.¥] + F(Xg)V —g(¥ )X

para todo X,Y,Z € X(M), Vf,g € (M), XA € IR.

Se deduce de ellas que X(M) es un algebra sobre IR, que por verificar las pro-
piedades 2) y 5) (identidad de Jacobi) se denomina algebra de Lie de los campos de
vectores diferenciables sobre M.

Si X,Y € X(U), (U,c,o = (:1;1,...,:1;")> una carta local de M, y X e Y son las
el

Y O Y

componentes de los campos X e Y en la base de campos de vectores {%, e
las funciones componentes de [X,Y] € X(M) son

7

(XY =) (Xkai (Y — Y’“%(le).

k=1
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2.6 Fibrado cotangente. 1-formas diferenciales

Definiciéon 2.36 El conjunto
(M) = LEJTZT('V')

se denomina fibrado cotangente a la variedad M.

Es el conjunto de todos los covectores en todos los puntos de la variedad M. Se
tiene la proyeccién canénica 7 : T*(M) — M definida como sigue: si w € T*(M),
entonces w € T¥(M), para un tnico © € M y ponemos 7(w) = .

Teorema 2.37 Sobre el fibrado cotangente T*(M) existe una estructura de varie-
dad diferenciable de dimension 2n, de forma tal que la aplicacion proyeccion
7: T*(M) — M es una submersion.

Demostracién.- Se procede de forma analoga que para el caso del fibrado tangente.
Tomando los homomorfismos coordenados a partir de las aplicaciones biyectivas @,
definidas a continuacién:

Si{(Uqn,pa)/o € A} es un atlas para la estructura diferenciable de M. Para cada
a € A, consideramos el subconjunto 7~ (U,) C T*(M) y las aplicaciones

Go: 7 N Us) = pa(Us) x R" C IR*"

definidas de la forma siguiente: siw € 771 (U, ), entonces m(w) € Uy ysi (zh,... 2")
son las funciones coordenadas de la carta (Uy, pq ), {dzl,... d2"} es la base natural
de T7 (M) y w= Zw?d:p;, definimos

Palw) = (c,oa(ﬂ'(w)),wf, ... ,w,ff).

El conjunto {(c;ova,ﬂ'_l(Ua))/Oz € A} permite dar una estructura diferenciable
en T*(M), respecto a la cual 7: T*(M) — M es una aplicacién diferenciable con
inducidad sobreyectiva. r

Definicién 2.38 Una l-forma diferencial sobre una variedad diferenciable M, es
una aplicacién w: M — T*(M) tal que mow =1

Dados un campo de vectores X y una 1-forma diferencial w sobre M, definimos
la aplicacién

w(X):M—= IR  poniendo (w(X))(:L') =w,(Xy), VYVeeM.

Si (U,c,o = (2!, ... ,:1;")) es una carta local de M, definimos las 1-formas dife-
renciales dz' : U — T*(U), por da'(x) € TF(M), Yo € U; considerandose en U
la estructura diferenciable inducida por la de M. Se tiene de forma inmediata la
siguiente:
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Proposicién 2.39 Una l-forma diferencial w: M — T*(M) es diferenciable <
(VX € X(M) = w(X) € F(M)).

Designaremos por ' (M) el conjunto de todas las 1-formas diferenciales diferen-
ciables sobre M.

QY (M) constituye un §(M)-mddulo, definiendo la suma de 1-formas y el producto
por una funcién diferenciable de manera natural. En particular, Q' (M) es un espacio
vectorial real, no necesariamente de dimensién finita.

Si (U, ) es una carta local con funciones coordenadas (x!,...,2"), el conjunto
QYU) estd generado por las 1-formas diferenciables dz® (i = 1,...,n); ademés
{d:z;l, o ,d:z;"} son independientes. Luego Q'(U) es un §(U)-mdbdulo de dimen-
sién n.

Dada f € (M), funcién real diferenciable, induce la 1-forma diferencial diferen-
ciable definida como sigue

df : M — T*(M)
tal que para todo @ € M, df (x) es la aplicacién lineal (ver pag. 26)
F@):TuM) 5 R, dfe)(e) = o(f), Yo (M),

La diferenciabilidad de df surge de que en una carta local (U, = (2!,...,2"))
se tiene

df = Z aii (f)da'.
=1

Dada una aplicacion diferenciable p: M — N entre dos variedades diferencia-
bles, ella induce aplicaciones entre los fibrados tangentes y cotangentes de la forma
siguiente:

e T(M) = T(N)  veT(M)— pi(v) € T(N)
de tal forma que si v € T,,(M), 14 (v) es el elemento p1, () (v) de T),(,)(N) determinado
por la aplicacion inducida entre los espacios tangentes . (z) @ To(M) = T, (N)
(Proposisién 1.46).
Si ademas p es biyectiva induce la aplicacion entre los fibrados cotangentes

s TH(N) — T*(M)

tal que siw € T*(N), existe un r € My w € T:(l,)(N); entonces p*(w) es el covector
en T (M) dado por la aplicacién lineal (ver pag. 27):

pr(w): Ty (M) - R v|—>w</,L*(:1;)<v>>, Yo € Tp(M).

Ejercicio.- Probar que si g: M — N es un difeomorfismo, las aplicaciones

inducidas p: T(M) — T(N) y p*: T*(N) — T*(M) son diferenciables.
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2.7 Fibrado tensorial. Campos de tensores

Generalizemos ahora, de manera natural, los conceptos de fibrados tangentes y
cotagentes para el caso de tensores sonre una variedad.
Definiciéon 2.40 EI conjunto

M) = U (Q,T:(M))

re

se denomina fibrado tensorial a la variedad M.

Existe una proyeccion canénica 7: T7 (M) — M, tal que si K es un elemento de
TI (M), entonces 7(K) es el Gnico elemento z € M para el cual K € Q) T,,(M).

Teorema 2.41 Sobre el fibrado tensorial TT (M) existe una estructura de variedad
diferenciable de dimensién n+n"1*, de forma tal que la aplicacién proyeccién
7: T7(M) — M es una submersién.

Demostracién.- Se procede de forma analoga a la del caso de los fibrados tan-
gente y cotangente. Tomando los homeomorfismos coordenados como las aplica-
ciones biyectivas ¢, definidas, a partir de un atlas {(Ua, ¢a)},c 4 Para la estructura
diferenciable de M, de la forma siguiente: Sobre el subconjunto #~1(U,) C T7 (M),

Foit 7N Us) = 0a(lUa) x R™ ™ c R

estd definida como sigue: si K € 771 (U,), entonces m(K) € U,, y si (z,...,27)

son las funciones coordenadas de la carta (U, pa),
(oo o0k odi o0 dii |
es la base natural de & Tr(x)(M); por tanto
K=K 0 -tr @ @0 0di @ @def,

y por definicién ponemos

FalK) = (pa(m(K)), K5 75).

El conjunto {(cfo/a, F_l(Ua))/Oé € A} constituye un atlas para una estructura di-
ferenciable en T7 (M), para la cual 7: T7 (M) — M es diferenciable y su inducida es
sobreyectiva. r

Definicién 2.42 Un campo tensorial de tipo (r, s) sobre una variedad diferenciable
M, esta dado por una aplicacion K: M — T7(M), tal que m- K =1

Dados s campos de vectores diferenciables, X1,..., X € X(M) y r 1-formas dife-
renciables, w!, ... w" € QY (M); definimos la funcién real, para cada campo tensorial
K de tipo (r,s) y para cada © € M, siguiente

K(Xy,...,. X0 ..., w"): M= R
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( (X1,..., Xs, 0!, wr)>(:1;):Kx(Xl(:zj),...,Xs(x),wl(x),...,wr(:zj)>.

Si (U = (a',... ,:1;")) es una carta local de M, definimos los campos de tensores
de tipo (r,s) bas1cos

o @...®i®dle®---®dl'jsiU—>T;(U)
Ox™ Ox'r

por 5o 28 ® 52— @dah ), @ @dad ), € QL Te(M), Va € U;dondeen U

se considera la estructura diferenciable inducida por la de M.

ir |z

Proposicién 2.43 Un campo tensorial de tipo (r,s), K: M — T7(M) es diferen-
ciable si y sélo si ¥X1,...,Xs € X(M) y Vw!, ... w" € QY (M) se tiene que
K(X1,..., X5, wh, ... ,0") € (M), 4

Por T7(M) indicaremos el conjunto de todos los campos de tensores de tipo (r, )
diferenciables sobre M.

T"(M) constituye un F(M)-médulo. Siendo TLHM) = X(M) y TF(M) = Q1 (M).
Si (U, o= (at, ... ,:1;")) es una carta local de M, el conjunto X% (U) esta generado

por los campos de tensores bésicos de tipo (r, ) ajh R ® aj,»r Qdzit @@ dxls
(1 <i1,c.yipy 1,575 < n); ademés estos campos tensoriales son independientes,
por lo que T5(U) es un §(U)-médulo de dimensién n"**.

Como se observa con claridad, es condiciéon necesaria y suficiente para la dife-
renciabilidad de un campo de tensores I, dado el caracter local de este concepto,
que sus componentes respecto a una carta (U, o =(at,... ,:1;")) en M, Ix” 7, sean
diferenciables en U.

Daremos a continuacién otra interpretacién de campos de tensores de tipo (0, s)
v (1,s) segin el punto de vista de las Proposiciones 2.18 y 2.20. Antes necesita-
mos establecer los dos lemas siguientes: El primero es la version para funciones
diferenciables del Teorema de Tietze para aplicaciones continuas.

Lema 2.44 Sea M una variedad diferenciable, K un compacto contenido en un
abierto W de M. Entonces, existe sobre M una funcion diferenciable de clase
C'*® con valores comprendidos entre 0 y 1, igual a 1 sobre K y a 0 sobre

M—W.

Demostracién.- Consideremos en primer lugar el caso en el que W esté contenido
en un abierto coordenado de una carta local (U, ). Sila funcién buscada existe,
es de la forma f = geo¢ donde ¢ es una funciéon diferenciable en IR", con soporte
(la clausura del conjunto de puntos £ donde g(§) # 0, sop(g) = {£ € IR"/g(&) # 0})
compacto contenido en (W), y con valores comprendidos entre 0 y 1, igual a 1 sobre
el compacto A = ¢(K), igual a 0 sobre R" — »(W). La clausura A es compacta;
existe, entonces, un recubrimiento finito de A por bolas B;, cada una de las cuales
concéntrica a una bola B; C p(W).
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Sean B = Bl'(a), B’ = BI(b) un par de estas bolas, de centro ¢ y radios
a,b(a < b). Consideremos la funcién h: IR — IR, definida por

h(t) = s —a) para a<t<b
0 para —o<t<a, b<t<o
h es positiva y diferenciable sobre IR. La funcién n: IR — IR
t
n(t) = f_oo h(u) du

es positiva y diferenciable sobre IR, con valores comprendidos entre entre 0 y 1, igual
a 0 parat < a, eigual a 1 parat > b.
La aplicaciéon ¢g: IR" — IR definida por

glx) =n(r) r € R", r=d(ex)

es positiva, diferenciable y de valores comprendidos entre 0 y 1: igual a O en B, y a
len R"— B'.

Si designamos por g; las aplicaciones asi definidas para todo par de bolas B;, B,

gzl—Hgi

es positiva, diferenciable, de valores comprendidos entre 0 y 1, igual a 1 sobre | J, B;
e igual a 0 sobre (,(IR" — B;) = R" —J, B;. Como ¢(K) C |, Bi y U, Bi C (W),
esta funcién es igual a 1 sobre ¢(K), y a 0 sobre R" — o(W). Con lo que queda
demostrado el lema para el caso en que W esté contenido en un abierto coordenado.

la funcion

En el caso en que K sea un compacto contenido en abierto cualquiera W de M,
notemos que K admite un recubrimiento finito por compactos K, tales que cada
K, esta contenido en un abierto W, de W, contenido en un abierto coordenado U,,
de modo que K C |J, Koy U, Wa C W. Si designamos por f, la funcién definida
por cada indice «, la funcion

le_H(l_fa)

es positiva sobre toda la variedad M, diferenciable, con valores conprendidos entre 0 y
1, igual a 1 sobre | J,, I{o y en consecuencia sobre I, e igual a 0 sobre [, (M—W,) =
M —J, Wq y por tanto sobre M — W. 4

El segundo lema que necesitamos es el que expresa el caracter local del campo
de tensores K:

Lema 2.45 Si K € TY(M), X; € X(M), Y; € X(M) (1 =1,...,s), tal que X; =Y;

en un entorno abierto U de x € M, entonces

K(Xy,...,X,)=K(Yi,...,Y,) enU.
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Demostracién.- Es suficiente demostrar que si X7 = 0 en U, entonces también
se verifica que K(Xy,...,X;) = 0en U. Para y € U, el Lema 2.44, garantiza al

existencia de una funcién diferenciable f: M — IR tal que f(y) =0y f = 1 fuera de
U. Entonces X1 = f X1y K(X1,...,Xs) = fK(Xy,...,X;), que se anulaeny. «

Proposicién 2.46 Un campo de tensores de tipo (0,s) sobre M puede ser conside-
rado como una aplicacion multilineal

s)

K:2(M)x - x2(M) — (M)

tal que K(fiX1,... f X)) =fi fK(Xy,...,X,),

para fi €M) y X; e X(M) (i =1,...,35).

Inversamente, una tal aplicacion puede ser considerada como un campo
de tensores de tipo (0,s).

Demostracién.- Dado un campo de tensores K de tipo (0,s), para cada punto

z de M, K, : T,(M)x 2. xTy(M) — IR es una aplicacién multilineal por la

Proposicién 2.18, y entonces

s)

K:2(M)x - x2(M) — (M)

(X1,.... X)) — K(X1,...,X,): M > R

r— Ko (X1)zy---5 (Xs)z)

satisface la condicion del enunciado.

Reciprocamente, sea

K X(M)x -2 x2(M) = §(M)

una aplicaciéon §F(M)—multilineal. Lo esencial en la demostracion es establecer que el
valor de la funciéon K(Xy,...,X;) en un punto = depende sélo de los X; en x. Esto
implicara que K induce una aplicacién multilineal de T;(M) x - -+ x T;(M) sobre IR
para cada .

Tenemos que demostrar que si X; se anula en un punto x, también se anula
K(X1,...,X5). Seana!',... 2™ funciones coordenadas alrededor del puntox y X; =
Yo, f %. Podemos tomar los campos de vectores Y; y las funciones diferenciables

tales que ¢ = fl e Y; = % para? = 1,...,n en algin entorno U de x. Entonces

X1 =%, giYi en U. Por el Lema 245, K(Xy,...,X;) = ' K(Y;, X2,...,X,) en
U. Ya que ¢g*'(x) = f'(z) =0parai=1,...,n, as{ K(Xy,...,X;) se anulaen z. «

Anélogamente se demuestra el resultado para campos de tensores de tipo (1,s):
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Proposicién 2.47 Un campo de tensores de tipo (1,s) sobre M puede ser conside-
rado como una aplicacion multilineal

K X(M)x - < x2(M) = X(M)

tal que I((lel, ... 7sts) = f1 .. 'fSIX’(Xl, ... ,XS),
para fi € FM) vy X, e X(M) (i =1,...,35).

Inversamente, una tal aplicacion puede ser considerada como un campo
de tensores de tipo (1,s).

Sea p1: M — N un difeomorfismo entre variedades diferenciables, para cada punto
x € M se tienen los isomorfismos lineales siguientes

pa(@) : T (M) = Ty (N),
() = () : Triy(N) = T (M),
(17") (u(2)) - TF(M) = T, (N).

Se define entonces el siguiente isomorfismo
fi(x): ®ZT1’(M) - ®ZTN(1’)(N)
dadopara K, =v1 @ - - Quv, Q0 @---@0° € ®2Tx(|\/|) por
B = ia(0) @+ @ ualon) © (1) (0) @+ © (1) (%)

y se extiende por linealidad, obteniéndose asi un isomorfismo de espacios vectoriales.

Tratamos ahora de asociar al difeomorfismo p: M — N un isomorfismo entre las
algebras T(M) y T(N). Siendo T(M) el conjunto de las aplicaciones diferenciables de

M en el fibrado [J Z & .T:(M) que compuesta con la proyeccién canénica da
r€ r,s>0
la identidad en M (tensores diferenciables de cualquier tipo sobre M).
Para ello empezamos definiendo las siguientes aplicaciones:
fir To(M) = (M) = T5(N) = §(N),  u(f) = fep", Vfe3(M)
i THM) = X(M) > Th(N) = B(N), (%) = pros Xop,  ¥X € TH(M)
i TOM) = Q1 (M) = TUN) = Q1(N), i) = (=) oo p=!, Yo € TUM)
Las cuales se extendienden de modo natural a una tnica aplicacién
i (M) = T(N),
y se tiene el siguiente resultado, basandonos en la Proposiciéon 2.23

Proposicién 2.48 Todo difeomorfismo p1: M — N induce un unico isomorfismo de
algebra pi: T(M) — T(N) que conserva el tipo tensorial y conmuta con la
contracion. r
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2.8 Formas diferenciales

Consideremos en cada punto x € M, de una variedad diferenciable M de di-
mensién n, el espacio vectorial /\k T*(M), de dimensién (Z)
Definicion 2.49 Al conjunto

AM= U (A'Tzm)

re

se denomina fibrado de las k—formas de la variedad M.

Y se denota por #: A" M — M la proyeccién candnica. Enunciamos, a con-
tinuacion resultados andlogos a los que se tienen para los fibrados anteriormente
estudiados y de los cuales omitiremos su demostracién:

Teorema 2.50 /\k M tiene una estructura de variedad diferenciable de dimension
n 4+ (Z) tal que m: /\k M — M es una submersion. Y

Definicién 2.51 Una k-forma diferencial sobre M a una aplicacion w: M — /\kl\/l,
tal que meow =1

Si w es una k—forma diferencial y Xy,..., X} € X(M) se considera la funcién
wX1,...,. X)) M= R

rEM— (w(Xy,...,Xk)) () =we (X1(2),...,Xk(2)) € R.

Si (U, o= (at, ... ,:1;")) es una carta local en M, definimos las k—formas diferen-

ciables dz®t A -+ Adx®: U — /\k U, por d:z;i1|x AERRWAY dl‘ik|x € /\k(T;f(I\/I))

Proposicién 2.52 Una k-forma diferencial w: M — /\k M es diferenciable si y sélo
siVX1,...,Xr € X(M) se tiene que w(Xy,...,Xy) es diferenciable. 4

Representaremos por 2¥(M) el conjunto de todas las k—formas diferenciables
sobre M.

Cada Q%(M) es un F(M)-médulo y si U es un abierto coordenado Q¥(U) es un
F(U)-médulo de dimensién finita igual a ().

Si consideramos el espacio fibrado de todas las formas diferenciables sobre una
n

variedad: | Z /\kT;(I\/I); sobre el conjunto (M) de todas las formas diferencia-
T€ k=0

les diferenciables (es decir, de todas las aplicaciones diferenciales de M en tal fibrado

que compuestas con la proyeccién candnica dan la identidad en M), se puede definir
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una estructura de algebra, con las operaciones suma de formas del mismo grado,
multiplicacién por un escalar y con un producto dado por

(aAB)(z) = alz) AB(z),  aeQP(M), 5eQiM),

obteniéndose as{ una (p + ¢)-forma. El élgebra asi obtenida se denomina éalgebra
de Grassmann o algebra exterior de una variedad diferenciable M, y se suele denotar
también por G(M) .

Sean M y N variedades diferenciables y p: M — N una aplicacion diferenciable.
Entonces 1 induce una aplicacion entre las algebras de Grassmann respectivas:

1*: G(N) = G(M), definida como sigue:
prf=fop, Ve QUN)=F(N)
(70)e (K20, Xa(2)) = wpte (1 (K1 (), (K(2)))
Vwe QFN) (E>0), zeM, Xi,...,X;€X(M).

Es claro que si f y w son diferenciables también lo son p* f y p*w.
Finalmente se extiende p* a todo Q(N) por linealidad.

Las propiedades siguientes son faciles de establecer:
1. pu* aplica k-formas sobre k—formas: p*: Q*¥(N) — QF(M).

2. p* es un homomorfismo de algebras; es decir, u* es lineal y
pranNf)=p anp s Va,3 € Q(N).

3. Si f € F(N), entonces d(p* f) = p*(df).

4. Siw € QF(N) se expresa localmente, respecto a una carta (U, o= (at, ... ,:1;")),
por ‘ ‘
W= ajyg, dz Ao Adx'

entonces | |
/’L*uj = (ail...l‘k o M)d(xll °ILL) A A d(xlk °ILL).

5.(1 ) =1g( ).

6. (rop)* = p*ov*, donde t: M — Ny v: N — P son aplicaciones
diferenciables entre variedades.
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2.9 Diferencial exterior

Teorema 2.53 Sea M una variedad diferenciable, existe una tinica aplicacién lineal
d: QM) — Q(M)
llamada la diferencial exterior, tal que cumple las propiedades siguientes:

1. d: Q¥(M) — QFFL(M).

2. d(f) =df (diferencial ordinaria), f € Q°(M) = F(M).

3. dlaApB)=(da)AB+(—=1)Fand3, acQFM), 3cQM).
4. d* =d-d=0.

Para la demostracion necesitamos el siguiente Lema 2.54 que afirma que para
todo operador diferencial exterior d, (dw)(x) depende sélo del valor de w en un
entorno abierto de z.

Lema 2.54 Sead: Q(M) — Q(M) lineal y satisfaciendo las condiciones del teorema.
Supongamos que w € (M) es tal que wyyy = 0 para algiin conjunto abierto

W C M. Entonces (dw);w = 0.

Asi, siw, T € (M) son tales que wyy = Tw, entonces (dw)jw = (d7)w.

Demostracién.- Supongamos que wjyy = 0. Sea g € Wy f € F(M) tal que
flzo) =1y f(x) =0,V ¢ W (ver Lema 2.44). Entonces fw es idénticamente nula
en M, asi que

0=d(fw)=(df) Nw+ fdw.

Evaluando en zg, resulta (dw)(xg) = 0. Ya que esto se tiene para todo xg € W,
dw|W = 0.
Si wiw = Tjw, entonces (w — 7)jw = (dw — dr)jw = 0y (dw)jw = (d7)w. 4

Demostracién del Teorema.-  Unicidad: Supongamos que d : Q(M) — Q(M)
satisface las condiciones del teorema. Sea x € M, (U,c,o = (a1, ... ,:1;")) una carta
alrededor de z y w € Q%(M). Entonces la restriccién de w a U se expresa por:

Wi = Z Ay iy dx™ N Ada'™ ai,..i, € SU).
1<i1<--<ip<n

Ahora bien, el término de la derecha de esta ecuaciéon no es una forma diferencial
sobre M, por tanto no le podemos aplicar el operador d. No obstante, sea U; un
abierto conteniendo a x con U; compactoy Uy C U, y sea (en virtud del Lema 2.44)

g € F(M) tal que g(z) = 1,Vo € Uy; g(x) =0,V € U.
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Entonces

W= Z (gail...ik)d(gxil) Ao A d(gxlk) c Qk(M)
1< < <ip<n

entendiendo los producto de funciones de la férmula, gh, para h € §(U), como sigue

R e S

Ademads se tiene, Wy, = wyr,. Y, por el Lema 2.54, se sigue que (dw)jy, =

(du})|U1.

Si ahora calculamos su diferencial

do = Z d<gai1...ik d(g:z;il) A A d(g:z;i"“ )>
1<iy < <ix<n

= Y d(gaii) Ad(ge™) Ao A d(gat) +
1<iy <--<ip<n

* Z gai1~..ikd<d(9xi1) A A d(gxik)> =
1<ip < <ip<n

= Z d(gail...ik)/\d(gl'il)/\ /\d(gxlk)

1<iy < <ig <n

En particular, ya que g es idénticamente 1 en Uy y ya que (dw)y, = (dw)u,,

"9 4 4 4
(dw)|U1 = Z Z 0 j(ail"'ik)dx] Adz't A Adx'.
X

1<iy <--<ip<n j=1

Asi, si d existe, su valor en & sobre k—formas debe estar dado por esta formula.
Ya que x es arbitrario en M y que toda forma diferencial es suma de k-formas,
k€{0,1,...,n}, la unicidad queda establecida.

Existencia: Primeramente definimos d localmente. Sea (U, o= (at, ... ,:1;")) una
carta en M, definimos

dy: QU) = QU)

como sigue, para

w = Z aiy i dz't Ao A dat ai,...ip, € S(U)
1<iy < <in<n

"9 4 4 4
dyw = Z Z @(ail...ik)dx] ANdx™ Ao N dxt.

1<iy <--<ip<n j=1
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Extendemos di a Q(U) por linealidad.
Las propiedades (1) y (2) se satisfacen claramente.
Para verificar (3) y (4), notemos primero que cada forma en Q(U) es suma de
formas de tipo
ade™ A - A dx'™

Por la linealidad de d, junto con la distributividad de la multiplicacién respecto
a la suma, es suficiente comprobar (3) y (4) sobre formas de este tipo:
(3) Supongamos

o =adz™ A--- Ada', B =bda?t A - Adat.
Entonces

d(oz/\ﬁ) — d(abdxil/\"‘/\dxik /\dl'jl/\"'/\dxj"):

= ( 0 (a)b+aai(b)> dz" Adzt Ao Adatt Ndah A A dadt =
xr

:< g (a)dxrAdxilA---Adxik>/\(bd:z;jl/\---/\d:zjj")—l—

4 4 "9 4 4
k 11 1g r 1 ¢ _
+(=D)*(adz™ A Nda )/\(?Zlaxr(b)dx A da? A---Adxf) =
= (da)A B+ (—=1)*a Adp.

(4) Paraw=adx" A Ada'™

n
) 4 4
2 _ 7 r 7 . i _
Pow = d(Zaxr(a)d:p Adz A A da >_
r=1
A de® A da” A dah da' =
= Zaxs 8:1;”(a) e ANdx" Ndx"t Ao Nda't =0
r,s=1
pues los términos en esta expresién con r = s son nulos, ya que dx” A dz” = 0.

Ademés para r # s, la igualdad de las derivadas parciales mixtas sobre IR", implica
que

o o 0 9
9z 0x " Oz O
asi que
g 0 s . 0 0 . s
axsﬁad:ﬁ A dzx __8:1;”$adx A dz®,

con lo que los restantes términos se cancelan.
Asi el operador dy tiene las propiedades (1) — (4).

Por la unicidad, todo operador lineal sobre (M) cumpliendo estas propiedades
debe estar dado por la formula recuadrada.
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En particular, si U; es un subconjunto abierto de U, entonces (U, |y, ) es un
sistema coordenado de My dy, : Q(Uy) — Q(U7) estd dado en el sistema coordenado
@|v, por la misma férmula. Asi, si w € Q(M), entonces

du, (wir,) = (du(ww)) p, -
Esta relacion nos permite definir d globalmente por
(dw)jy = du(w),

para todo w € (M) y todo entorno coordenado U.
Este d esta bien definido puesto que si U y V son dos entornos coordenados que
se solapan, entonces

(dU(w|U)>|Um/ = dunv(wiuav) = (dv(ww))wmv-
Asi, d tiene las propiedades requeridas, ya que dy las tiene para cada U. 4

Proposiciéon 2.55 El operador diferencial exterior sobre dos variedades diferen-
ciables M y N conmuta con la aplicacion inducida entre sus algebras de
Grassmann por la aplicacién diferenciable F': M — N; es decir,

F*od=d-F*
esto es, Vk > 0, el diagrama siguiente es conmutativo:

F*
QFN ~ QFM

d d

F*

Y

Qk—l—lN Qk+1|\/|

Demostracién.- Debido a las propiedades de F*, linealidad y comportamiento
respecto al producto exterior (F*(a A 3) = (F*a) A (F*(3)), v al cardcter local y
linealidad del operador d, basta verificar la igualdad del enunciado solamente para
los elementos de grado 0 y 1.

1) Si feQON)=F(N), ve T,(M):
((de F*)(f))(v) = (d(f= F))(v) = v(foF) = (Ful(v))(f) =

df (Fu(v)) = (F*(df)) (v) = (F* = d)(f)) (v).
2) Sidf € QYN)

(d+ F*)(df) = d(F*(df)) = d(d(F* f)) = (d= d)(F"f) = 0

(F*ed)(df) = F*((d+d)(f)) =0.
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Proposicién 2.56 Sea w € Q'(M) y X,Y € X(M), entonces tenemos la férmula
siguliente

(X, V) = %(Xw(Y) —Ye(X) —w((X.1]).

Demostracién.- Es suficiente probar esta relacién localmente. En una carta
n

(U,c,o = (a',... ,:1;")), se tiene w = Z a; dz' v es facil demostrar que la ecuacién
=1

del enunciado se verifica para todo w, si se verifica para un w de la forma f dg, donde

f v ¢ son funciones diferenciables en U. Supongamos, por tanto, que w = fdg, y

sean X,Y campos de vectores diferenciables. Evaluando ambos miembros de la

ecuacion por separado se obtiene

do(X.Y) = (df Adg)(X,Y) =
= £ (dF(X)dg(¥) — df(V)dg(X)) =

L(XP(Yg) - (Xg)(¥ D)

Xw(Y) -Yw(X) —w([X,Y]) =X (fdg(Y))-Y (fdg(X)) - fdg([X,Y]) =
=X (f(Yg)) - Y (f(Xg)) — f(X(Yg)-Y(Xg))
= (Xf)(Yyg) — (Xg)(Y f). 4

2.10 Formas cerradas y exactas. Cohomologia de De Rham

Definicion 2.57 Una forma diferencial o sobre una variedad diferenciable M se
dice que es cerrada si da = 0; y se dice que es exacta si existe una forma 3
tal que a = df3.

Claramente toda forma exacta es cerrada, ya que d? = 0; mientras que el inverso
no es cierto; es decir, dada una k—forma cerrada, no existe en general una (k — 1)-
forma cuya diferencial sea la dada.

Ejemplo 2.58 Sea M un abierto de IR v o = oy da + a3 dy, con oy y o funciones
diferenciables en M, entonces

. aOéz_aOél
da =0« or oy

se deduce que si a es cerrada, existe localmente una funcién f tal que o = df.
Ejemplo 2.59 La forma en M = IR* — {(0,0)}

—ydx + x dy
o= <
x? + y?
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es cerrada pero no exacta. Aunque podemos poner o = d(arctag), arctag? no es

una funcién univocamente definida en en IR* — {(0,0)}.

El hecho de que una forma cerrada sea también exacta estd estrechamente ligado
a la topologia de la variedad. De hecho se puede caracterizar a través de su coho-
mologia. A tal fin vamos a estudiar la cohomologia en la variedad definida haciendo
uso del operador diferencial exterior.

Representaremos por

ZH(M, d) = {w € Q’“(I\/I)/dw - o} ,
BE(M, d) = {w € Qk(M)/an € QFI(M), w = dn} .

En términos del operador diferencial exterior, dy : QF(M) — QFL(M), es-
tos conjuntos son respectivamente el nicleo de dy, Kerdg, y la imagen de dj_1,
Imdi_y = dp—1(Q*71(M)); y, por consiguiente, son ambos subgrupos del grupo adi-
tivo Q¥(M), y se tiene que B¥(M,d) C Z*(M, d), lo que nos permite dar la siguiente
definicion:

Definicién 2.60 EI grupo cociente

ZH(M, d)

HHM) = i)

se denomina k—ésimo grupo de cohomologia de de Rham de la variedad M.

Aunque los grupos de cohomologia son definidos en términos de la estructura
diferenciable de la variedad M, ellos son invariantes topologicos; esto es, si dos varie-
dades son homeomorfas (pero no necesariamente difeomorfas), entonces sus grupos
de cohomologia son isomorfos, de hecho estos grupos pueden ser definidos directa-
mente usando sélo la estructura topolégica de M.

Ejemplo 2.61 Sea M una variedad diferenciable conexa. Entonces
H°(M,d) = IR.

En efecto; comencemos por observar que, puesto que no existen formas diferen-
ciales de grado negativo, B°(M,d) = 0.
Por tanto

H°(M,d) = 2°(M,d) = {f € §(M)/df = 0}.

Observemos ahora que, si (U, o= (2. .. ,:1;")) es una carta coordenada en M,

df = Z %(f)dx’ = 0 en U significa que ai,» (f) =0, Vi e {1,2,...,n}, pero esto
=1

significa trivialmente que f es constante sobre U; puesto que M es conexa y f es
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constante sobre cada entorno coordenado en M, necesariamnete f debe ser constante
sobre todo M; en consecuencia

ZO%M,d) = {f eFM)/f =cte} 2 R.
Si M no es conexa y tiene p componentes conexas, entonces H°(M,d) = IRP.

Ejemplo 2.62 La circunferencia unidad S' = {(z,y) € IRZ/:JC2 +y%* = 1} es una va-
riedad diferenciable de dimensién 1 y conexa, luego H°(S',d) = IR. Ahora probemos
que también

H'(S',d) = R.

En efecto; comencemos por observar que, puesto que no existen formas diferen-
ciales de grado dos sobre S no nulas se tiene

Z1(S',d) = Q'(S").

Por otra parte,
BY(S',d) ={df/f € §(S")}.

Representemos por 6 la funcién coordenada natural sobre St, funcién coordenada

polar; asociada a ella tenemos el campo de vectores % no nulo sobre S! y la 1-forma

dual df (. Ahora sea w € Q'(S'); entonces, puesto que Q'(S') es de dimensién 1,
sera

w=g(#)db

para una funcién diferenciable g; consideremos la 1-forma una diferencial sobre S!
dada por

w—cdb
para ¢ € IR definido por
1 27
= — ) db.
o ) 9(6)

Afirmamos que w — cdf es exacta; en efecto, definimos f: S! — IR por

v, puesto que f(0 +2mn) = f(0), Yn € Z, f estd bien definiday f € F(S'). Ademés
df =(g(0) — ¢)df = w — cdb,
por tanto, w — ¢ df es una 1-forma diferencial exacta. Asi

ZY(S', d)

1 1 _ ?
(') = grsy)

~ {cdf/c € R} ~ IR.

(1);0jo con la notacién! df no es la diferencial de la funcién 6, puesto que 6 es una funcién
diferencial definida tan sélo localmente.
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En los ejemplos anteriores hemos visto ya que los grupos de cohomologia de de
Rham son, en general, no triviales. Nuestro propésito inmediato es ver que bajo
circunstancias especiales, esos grupos son triviales.

De hecho vamos a probar que

H¥(R",d) =0, Vk>0.

Observemos que puesto que IR" es trivialmente difeomorfo a Bf(1), la bola
abierta en IR" de centro en el origen y de radio unidad, probaremos, en su lugar lo
que se conoce como el Teorema de Poincaré, esto es, que

H¥(BZ(1),d) =0, VEk>0.
Para ello, utilizaremos el siguiente lema:

Lema 2.63 Sea M una variedad diferenciable; para cada k > 1, consideremos

QLM =L QR (M) —Ls QM)

v supongamos que existan aplicaciones lineales
hi: QY M) = QI(M),  j=k—1,k

tal que
hpod+dohp_1 = 1Qk(M).

FEntonces

H*(M, d) = 0.

Demostracién.- Debemos probar que toda k—forma diferencial cerrada es exacta.
Sea, pues w € QF(M) con dw = 0. Entonces

w = (hk od -+ do hk_l)w = hk(dw) + d(hk_lw) = d(hk_lw),
por tanto, w es una forma exacta. ]
Proposicién 2.64 (Teorema de Poincaré)

H*(Br(1),d) =0, Vk> 0.

Demostracién.- De acuerdo con el lema anterior nos bastara construir aplica-
ciones lineales hy_1, hy satisfaciendo las condiciones de dicho lema. Ademaés puesto
que estas aplicaciones han de ser lineales, nos bastara definir hip_; sobre formas
diferenciales w = gdaz™ A --- A da'*, y andlogamente para hy.

Asi, para un tal w, definimos

hi—1(w)(z) = (/ t'“_lg(tl‘)dt> p
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donde
= 2hdz2 A Ada™ —z2dz Adz® A Ada - -+(—1)k_1xikdxi1 A Adzte—1
Es claro que
dp = kdz™ A --- N dx'

La aplicacion hy, se define de forma anédloga reemplazando k por k + 1.
Ahora, para w = gdz A--- Adax'™ € QF(BY(1)) v « € BE(1), se tiene

(dohp—1)(w)(x) = d ((/1 tk_lg(tx)dt>u> =

0

n 1 1
= E % (/ tk_lg(t:zj) dt) dz? A i+ (/ tk_lg(t:zj) dt) dy =
x

7

= ‘ (/0 tk—1%<g(taj)>dt> dl‘j A+ (/0 tk_lg(tx) dt) dM _

J=1

7

1 1
— / tka—g(taj)dt dzd A w4k / tk_lg(t:zj) dt | dz®* A - A dx™
—\J, ox? o

1=

Anélogamente
(hped)(w)(z) = hy zn: 99 L da? Adx Ao ANda® | =
= ozl
i b dg o 4 4
= / tka ~(ta)dt | (a?da" Ao Nda' —da? A p).
=1 \"o !
Por tanto:

(dehg—1 + hpod)(w)(x) =

- k(/ k=1 t:z;dt)—l—Z(/ th] ( )dt) Azt A« A de™ =

1 d 4 4
= / (ktk_lg(tx) + t’“%(g(tx))> dt | dzt Ao A datt =
0
L yg 4 4
= / 7 (tkg(t:zj)> dt | dz™ A - Adz™ =
0

= [tkg(tx)];dxil A Ade' = g(x)dz™ A Ada' =w(z).

|
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Nota 2.65 Este resultado es valido en cualquier abierto U estrellado respecto a uno
de sus puntos p, es decir, tal que el segmento de recta que une cualquiera de sus
puntos con p esta enteramente contenido en U. Por lo que podemos reenunciar el
Lema de Poincaré de la siguiente forma:

Proposiciéon 2.66 Sea M C IR" un abierto estrellado respecto a uno de sus puntos,
entonces toda forma cerrada sobre M es exacta.
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2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedad
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Sistemas diferenciales
T eorema de Frobenius

/

3.1 Curvas integrales y campos de vectores

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n. Una curva diferenciable en
M (ver Nota 1.51) es una aplicacién diferenciable v: I C IR — M de un intervalo
abierto de IR en M. Si (I,1;) es la carta identidad en I y si % es el correspondiente
campo de vectores béasico en I, el vector tangente a v en t € I, denotado por (),

estéd definido por
() = d
7 T\ |t

Consideremos ahora X € X(M), un campo de vectores diferenciable sobre M.
Definicién 3.1 Una curva integral del campo de vectores X es una curva dife-
renciable v :]a,b|— M tal que el vector tangente a v en cada punto es el
representante de X en ese punto; es decir,

’}/(t) = X,y(t), vt € ]CL, b[

Supongamos que ~ es una curva en M con dominio I. Elegimos una carta
(U,c,o = (a',... ,:1;")) en M cuyo abierto coordenado intersecta a ~v(I). Entonces

la i—ésima componente de 4 relativamente a la base {%, cee 81’"} es

dr'(%) = da (%(%)) = (%(%)) (') = %(:pi ),

con lo que
- d 9
; d_ o *v) ozt
Si respecto a la carta (U, ¢) el campo de vectores X se expresa por
n
X=2 X aii’
=1

93



94 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobenius

entonces ~ es una curva integral de X si y sélo si

d(z' o)
dt

Por tanto, para hallar las curvas integrales de un campo de vectores X en un
entorno coordenado U de la variedad M nos bastara resolver el sistema de ecuaciones
diferenciables (3.1). Para la existencia de soluciones de tal sistema nos bastard
utilizar los teoremas clasicos de la teoria de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.

=X'ony  (i=1,...,n). (3.1)

Ejemplo 3.2 Consideremos el campo de vectores en IR definido en términos de la
carta identidad (IR?,12) de funciones coordenadas (z', z?), por

0 0
X — ol 2
— 7 ot e Ox?’

Una curva v: IR — IR* es una curva integral de X si y sélo si

d(z' - 7) UC))

— 2,
dt v

= xl oy
Se sigue que las componentes de la aplicacién que define la curva son

7 (t) = ac', v (t) = be'.

Por consiguiente, existe una curva inte-
gral con dominio IR

v: R — IR? t — (ae', be')

(a,b) partiendo de un punto dado (a,b) de IR?.

A
Y

Notese que la curva integral partiendo
de (0,0) es constante, esto es debido a que
el campo de vectores X es nulo en (0,0).
A tal punto se le llama punto critico del
campo de vectores.

Ya que existe una curva integral con
Fig. 3.1: dominio IR partiendo de cualquier punto,
este campo de vectores se dice que es com-
pleto.

Ejemplo 3.3 Consideremos el campo de vectores en IR definido en términos de la
carta identidad (IR?,12) de funciones coordenadas (z', z?) por

)
Ozl
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3.1 Curvas integrales y campos de vectores 95

Una curva v = (y',9?) es una curva integral de X si y sélo si

1 2
& _ &y
dt dt
Se sigue que existe una curva integral
() = (In(t +¢*),b),
pasando por un punto (a,b) de IR?, cuyo dominio es el intervalo abierto | — e?, oo

de IR.

Este campo de vectores no tiene puntos criticos y es no completo.

Fig. 3.2: Proyeccién estereografica

Ejemplo 3.4 Supongamos que en la esfera unidad S?, (U, ¢) y (V, ¢) son las cartas
con dominios U = S? — {(0,0,1)} y V = S% — {(0,0,—1)} del atlas estereografico en

S2. Los homeomorfismos coordenados estdn definidos (ver Fig. 3.2) por

p:U— R’ ¢V = R
(2,y,2) — (', 2%) (2,y,2) — (y",y°).

Consideremos el campo de vectores en S?, definido por los campos de vectores

0
He + g

(o =)

dat

0 0
a2y 1 2N -
(—y y)ay1+(y y)ay2
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en U y V respectivamente, los cuales coinciden en U NV, y juntos definen un campo
de vectores X en S?, con los puntos (0,0, £1) criticos. Todo esto surge del hecho de
que se verifica

y, por tanto,

ozl O0x* —2yty?

ay? Oyl <(y1)2 + (y2)2>2'

Las curvas integrales estan definidas por las ecuaciones

d’Yl 1 2 d’72 1 2
o T g + 77,

cuya solucion es
~(t) = c,o_l(a cos(t + b)et, asen(t + b)et),
donde los ntmeros reales a y b estan determinados univocamnete por la condiciéon

de que ¥(0) sea un punto de U N'V.

Ya que el dominio de cada curva integral es IR, el campo de vectores X es
completo.

La representacion grafica de la proyecciéon ¢ o 4 de una curva integral no constante
~ desde el punto (0,0,1) sobre el plano z = 0 es una espiral.

3.2 Grupo unipamétrico de transformaciones

Definiciéon 3.5 Una transformacidn de una variedad diferenciable M es un difeo-
morfismo de M en si mismo.

Definicién 3.6 Un grupo uniparamétrico de transformaciones de M es una aplicacion
diferenciable

¢:IRxM— M
verificando:

1) ¥Vt € R, la aplicacidn ¢: M — M dada por ¢4(x) = ¢(t,x), es una

transformacién de M.

2) VYax € M, la aplicacién diferenciable ¢, : IR — M dada por ¢,(t) =
o(t,x), verifica ¢,(0) = x.

3) Vs,t € IR se verifica ¢s° ¢y = dsyy.
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Procedemos, a continuacion, a asociar a cada campo de vectores X sobre una
variedad diferenciable M, un grupo uniparamétrico de transformaciones ¢. Para lo
cual dado un punto x € M y un ntimero real ¢ suficientemente proximo al cero,
definimos

o:] —e,e[xM =M

poniendo ¢(t,x) = v(t), donde v es una curva integral de X pasando por € M,
7(0) = =.

Por la dependencia de las soluciones de una ecuacién diferencial de las condiciones
iniciales, segtin los teoremas relativos a esta teoria, se llega a demostrar que las apli-
caciones ¢ verifican las condiciones necesarias para definir un grupo uniparamétrico.

Reciprocamente, dado un grupo uniparamétrico ¢ : IR x M — M de transfor-
maciones de M, definimos un campo de vectores sobre M, tomando como represen-
tante, en un punto x € M, el vector tangente a la curva en M que pasa por x:
Y= ¢ IR — M; ¢,(t) = o(t, 2).

Maés precisamente:

Proposiciéon 3.7 Todo grupo uniparamétrico ¢ de transformaciones de M define
un campo de vectores diferenciable X € X(M).

Demostracién.- Sea X : M — T(M) campo de vectores dado por X, € T,(M),
vector determinado por

X, (f) = Wm, Ve F(M). )

El campo de vectores X es tal que sus curvas integrales son precisamente las
curvas ¢, para todo x € M. Se dice entonces que el campo de vectores X es el
generador del grupo uniparamétrico ¢ o que éste es generado por X.

A partir de la definiciéon del campo de vectores X, vamos a obtener otra expresion
de dicho campo.

AWo0e) gy ((Fed)(t) = (o 62)(0)) = lim S (F(lt.a) — () =

dt o t—0 ¢ 0t
= Tim 2 ((Fe @0 () — f(2) = lim H((GH()) — F(2).
Luego X
X,(f) = lim L (65 ()(e) — £(2).

Probemos ahora el resultado reciproco (local) del anterior:

Proposicién 3.8 Sea X € X(M). Para cada punto @ € M, existen un abierto U de
z, un e € IRY — {0} y una tnica aplicacién diferenciable

¢ —e, e[ xU - M

tal que
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1. YVt €]l —e,el, ¢1: U — M, dada por ¢(x) = ¢(t, x), es un difeomorfismo
de U sobre su imagen U, = ¢4(U).

2. Vs, t €] —e, e, tal que s +t €] —e,e] y ¢5(U) C U, se tiene
¢t°¢s = Qbs—l—t-

3. El grupo uniparamétrico local {¢;} induce sobre U el campo de vectores

X dado.

Demostracién.- Vamos a demostrar primeramente la existencia y unicidad de ¢.
Todo punto z € M esta contenido en un abierto coordenado W y tiene coordenadas
locales (x!,...,2™). Si X' ..., X" son las componentes de X e (y',...,y") son las
coordenadas locales del punto ¢,(t), se debe tener:

dt = Xl(ylv '7yn) (3 2)

y' (0;2t,...,2™) = 2 (3.3)

Estas ecuaciones expresan que las funciones y',...,y" de ¢,2',..., 2™ son solu-
cién del sistema diferencial (3.2) tomando para t = 0 los valores (z!,... ™).

Se sabe que el sistema diferencial (3.2) admite bajo las condiciones de regulari-
dad clésicas concernientes a las funciones X, para ¢ suficientemente pequefio, una
solucién local diferenciable y sélo una, que depende diferenciablemente de las condi-
Lo...,2". Maés exactamente, existe un nimero § > 0, un entorno

abierto V de x contenido en W y una tnica aplicacion diferenciable

ciones iniciales x

qb: Is xV — M
tal que ¢(0,2) = x, para todo € V. La unicidad de esta aplicacién debe entenderse

en el sentido siguiente: si 1 :] — §',6'[xV' — M es otra solucién, entonces ¢ y ¥
coinciden sobre la interseccion (Is x V)N (Is x V7).

oy’

La matriz jacobiana de la transformacion es regular en un entorno de . Se puede

1.- Se tiene

pues elegir ¢ y U para que ¢¢ sea un difeomorfismo de U en ¢ (U).
2.-  ¢¢ es un grupo local de un parametro. En efecto, la aplicacion

t— o, ¢(s,2))

es la solucién del sistema diferencial (3.2) que se reduce para t =0 a ¢(s,z). Como
el segundo término de (3.2) no depende de ¢, la aplicacién

t— o(s+t,x)
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es entonces una solucién que se reduce parat = 0 a ¢(s,x). En virtud de la unicidad,
se deduce que si s,t son suficientemente pequenios para que ¢(s,2) € U si x € U, se
tiene

o(t, (s, ) = ¢(s +1,z),
es decir
Gtods = Pstr.
Finalmente de que ¢(0,2) = x, se sigue que ¢ es la transformacion identidad,;

luego ¢¢ admite una transformacién inversa ¢; ' = ¢_;.
3.- ¢ induce sobre U el campo de vectores X dado, pues para todo = € U:

dyi i

De esta proposicion se deduce que todo campo de vectores genera un grupo local
uniparamétrico en M, pero en general el grupo ¢ asi obtenido no puede prolongarse
a todo t € IR.

Definicién 3.9 Se denomina soporte de un campo de vectores X a la clausura del
conjunto de puntos de M en los cuales X no es nulo.

Proposicién 3.10 Sea X € X(M) con soporte compacto, entonces X genera un
grupo uniparamétrico global de transformaciones de M.

Demostracién.- Designemos por K el soporte de X; al ser M Hausdorff y K
compacto, existe un recubrimiento finito de K por compactos K, contenido en un
abierto U, del tipo de la proposicién anterior; es decir

K= |JK, K,cU, A conjunto finito.
aEA

Sea para cada o € A
da:l —carea[XUs — M

el grupo local uniparamétrico correspondiente.
Tomando ¢ = min{e,/a € A}, definimos la aplicacién

dolt,x) s v e Ky

¢:] —e,e[xM =M qb(t,:z;):{ . i’ ceM_K

¢ es una solucién del sistema diferencial (3.2), diferenciable y ¢; es una trans-
formacién de M, Vt €] — ¢,¢[. Ademés para s,t €] — ¢,¢[ con s +t €] — e,¢,
Gstt = Qs ° Ot

Nos falta probar que se puede definir ¢4 para cualquier ¢t > ¢ 6 t < —e. En efecto,
sit > e ponemos t = k5 4 r con ||r|| < 5, y definimos

k) L
qbt: %0---0¢%0¢r: %qur.

Sit < —e, procedemos de forma analoga usando —3. r
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TM)

(@)-(Yy )
o

Corolario 3.11 Si M es una variedad compacta todo X € X(M) genera un grupo
uniparamétrico de transformaciones de M. Es decir, X es un campo de

vectores completo.

Fig. 3.3: Derivada de Lie

Demostracién.- Basta observar que el soporte de X es un cerrado en un compacto,

luego es compacto. r

3.3 Derivada de Lie

Si X € X(M), {¢¢}+ es su grupo uniparamétrico asociado y f € §(M),
i) = (1@(5,)) =5 (o=
~ lim+ ((f > @2)(t) = (f » ¢2)(0)) = lim : (@7 (F))(x) = f(z)) .

t—0 ¢ t—0 t

Definicién 3.12 Sean X,Y € X(M), la derivada de Lie de Y respecto a X es el
campo de vectores dado por

(Lx Y)(e) = lim %((Qb—t)*(y%(x)) = Ye) = lim %((Yx — (00« (Yo_ () =
= %H:O((sb )+ (Yo, ()

Proposicién 3.13 Sean X,Y € X(M), se tiene £x Y = [X,Y].

Para su demostracion necesitamos los siguientes lemas:
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Lema 3.14 Si f: I. x M — IR es una funcién diferenciable, con I. =] — ¢,¢[C IR
v f(((),:l:)) = 0, Vx € M. Entonces, existe una funcién diferenciable ¢ :
I. xM—= IR, tal queVt e IRy Ve e M

F((t2)) =tg((t,2))

af

g((O,l‘)) = EKO,I’)'

9((0,2)) = lim " 5 o }

Lema 3.15 Sean X € X(M), ¢ su grupo uniparamétricoy f: M — IR una funcién
diferenciable. Existe entonces una aplicacion diferenciable g: I. x M — IR
tal que, si ponemos g(x) = ¢(t, ), se tiene:

feoos = f+tgs, go = XF.

Demostracién.- Consideremos la funcién f: I. x M — IR, definida por f((t, :1;)) =
f(oe(x)) — f(x). En virtud del Lema 3.14, existe una funcién diferenciable ¢ :
I. x M — IR tal que

1) f((t,x)) = (feop)(x) — f(x) = tg((t,:z;)) es decir, feoy = f + tg;.

t—0 t t—0 t ' 4

Demostracién de la Proposicién.- Si f € §(M):
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ex s = (lmr(v - (e0),) ) 1) -

t—0 t

= hm L (Y f— ((th)*Y)xf) =

= lim -~ <Y f- Y¢;1(x)(f°¢t)> =

t—0 ¢

= tim o (Ve ~ Vo (F +190) =

= i (Ve = Vo f — 1Y 000)) =
( fim -

(v

1

t—0
1
= hmt Y. f — Y ()f> limY Lyt =

= hm

— (Y f)eo—t)(2)) — Yogo =
= hm — (Y - ((Yf) ° th) (51?)> — Y90 =

= }L%;((@(Yf)) = (Yf)a) = Yago =
= X,(Yf)-Y.(X/)).

Interpretacién geométrica del producto corchete

Proposicién 3.16 Sean F: M — M una transformacion de M y X € X(M) un
campo de vectores que genera un grupo uniparamétrico (local) de trans-

formaciones {¢.}, entonces el campo de vectores F, X genera el grupo uni-
paramétrico (local) {F o ¢yo F1}.

Demostracién.-

(£ X)o(f)

Corolario 3.17

= Xp- 1(x)(f°F)_
=ty (6102 F) (@) - (F F)E T (@) =

= lim ((FeFoge P (@) - f(a) =
_ }E%%<<(Fo¢t°F_1)*(f)>($)—f($)>'

Sean F': M — M una transformacion de M y X € X(M) un
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campo de vectores diferenciable, entonces X es invariante por F si y sélo si

Fody=coF.

Proposicién 3.18 Sean X,Y € X(M), generando los grupos locales uniparemétri-
cos {&¢}, {1} respectivamente. Las afirmaciones siguientes son equivalen-

l) ¢t°¢s:¢s°¢t
2)  [X,Y]=0

tes:

Demostracién.- Si ¢ 0 ths = b5 o ¢4 entonces, por el corolario anterior, (¢s).Y =
Yy, por tanto, £x Y = [X,Y] = 0.

Veamos ahora que la afirmacién 2) implica la 1):
0= (¢)+[X, Y] = [(0:)+ X, (0:): Y] = [X,(04):Y] = Lx ((¢:):Y) =

d(¢e):Y

Pi%% <(¢t)*((¢3)*y> - (¢3)*Y> = lim % ((Ds4e)sY —(95):Y) = Td ey

luego, (¢¢)+Y = (¢0)+Y =Y y, por el corolario anterior, resulta s ¢y = g0 ). 4

Para obtener la interpretaciéon geométrica buscada basta observar que lo que
[X, Y] difiere de cero mide lo que ¢_g o ¢p_yo b o ¢y difiere de la identidad en M. Asi,
recordando que para un punto @ € M, arbitrario, ¢¢(x) v ¥s(x) definen las curvas
integrales de X e Y por esos puntos respectivamente y la variacion de ¢ a partir de
cero describe dichas curvas (ver Fig. 3.4):

T ()

Trazamos la curva ¢¢(x) para 0 < t < a; por
(OR(UR(OXeN))) ¢a(x) trazamos la curva (¢, )) para 0 < s < b;
por ¥¢(p,(x)) trazamos la curva ¢¢(¢p(¢4))) para
—a < t < 0; por d_q(¢p(pa(x))) trazamos la
curva, $y(6a($s(6a(2)))) para —b < s < 0. El
corchete [X, Y] mide lo que le falta al cuadrilatero
curvilineo asi obtenido sobre la variedad para lle-
gar a cerrarse de nuevo en el punto x de partida.

0.3

W (@(Wi(@:(x))

Fig. 3.4

Pasamos ahora a definir la derivada de Lie de un campo de tensores y en par-
ticular de formas diferenciales. Sea X € X(M) y supongamos, para simplificar, que
genera un grupo uniparamétrico de transformaciones global ¢; sobre M (en caso de
que el campo X no sea completo es necesario hacer las restricciones oportunas en
los conjuntos de definicién de las transformaciones ¢y ).

Para cada t € IR, consideremos el automorfismo qut del élgebra tensorial T(M)
(ver Proposicién 2.48) que induce ¢y; es decir:

Br: ®ZT¢;1(95)(M) = &, Tx(M)
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definida por

Si(K) = (1)u(01) @+ @ (d0)ulvr) @ (67)*(8") @ -~ @ (&7 )7 (6)
si K=v @ Qv o068 c@T, M)
Para K € T(M), ponemos

(Lx K)o = lim 1(Ax (6:K).).

Proposiciéon 3.19 La derivada de Lie de campos de tensores sobre una variedad
diterenciable M, respecto a un campo de vectores X € X(M) satistace a las
siguientes propiedades:

Es IR-Iineal.

xS0l =Ly S)T+S2Lx T, VSTecI(M).
Ly conserva el tipo tensorial: Ly (ZL(M)) C TL(M).
£y conmuta con toda contracion.

Sy f=Xf VfeFM).
Ly Y =[X,Y] VX €X(M),

SR IR

Por verificar las propiedades 1), 2), 3) v 4) se dice que la derivada de Lie es una
derivacién sobre el dgebra tensorial T(M).

Demostracién.- 1) Por la propia definicién y las propiedades del lim, es inmedi-
ato que £y es IR-lineal.

2) Si S, T son dos campos de tensores arbitrarios

ey (SaT) = lm (SeT-d(SoT)) =lim - (ST~ (55) o (3T)) =
_}%t@@T (qbt5)®T>—|—hm ((@) T —(6:5) © (5:T)) =
= (i (5-905)) o7 i (19910 fr —om)) =

=(LxS)aT+S5a(LxyT).

3) v4) Ya que gt conserva el tipo tensorial y conmuta con la contraccion
roposicién 2. ambién iene tales propiedades.

Proposicion 2.48), también £y ti tales propiedad
Las propiedades 5) y 6) ya han sido establecidas anteriormente. r

Para el caso particular de considerar solamente tensores covariantes antisimétri-
cos, es decir, formas diferenciables, tenemos la siguiente definiciéon de derivada de

Lie:
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Definicién 3.20 Paraw € Q(M) y X € X(M)

1

(Lx @)o = lim — (W = 6%y (wp_,(»))) = lim (¢t (@ou () =) -

Proposicién 3.21 La derivada del Lie £y de formas diferenciales sobre una va-
riedad M, respecto a un campo de vectores X € X(M), verifica las siguientes

propiedades, para Vo, 3 € Q(M), VA€ R, Vf € F(M):
1) Conserva el grado de las formas: £y (Q%(M)) C Q*(M).
2) L£x es R-lineal:
SX(Oé-Fﬁ):SXOé—I-SXﬁ SX(/\Q):/\SXQ.

3) Lx(anp)=(E€xya)Af+an(Lyf)

4) Ly conmuta con la diferencial exterior: £x od =do Ly .

5) Lx f=X/f.

6) Lx (df) =d(Xf).
Por verificar las tres primeras propiedades se dice que £y es una derivacién de

grado 0 sobre el algebra Q(M).

Demostraciéon.- Ya que casi todas estas propiedades ya estan demostradas para

tensores en general, sélo estableceremos la propiedad 4). Usando 2) y 3), nos bastard
demostrar que £y «d = d° £y sobre funciones y diferenciales de funciones.

(Lx d)(f) = Lx (df) = lim — <¢t<<df>¢t<x>> (df).) =

= lim = (d(6} 1)) — (df)e) = d(lim = (61 )2 — f(2)) ) = d(Lx )

(Lx d)(df) = Lx (d*f) = 0. (doLx )(df) = (de Lx = d)(f) = (d* = £x )(f) = 0.
V]

3.4 Sistemas diferenciables. Variedades integrales

El concepto de campos de vectores en una variedad diferenciable puede ser usado
para dar un tratamiento libre de coordenadas de ciertas ecuaciones diferenciables en
derivadas parciales lineales de primer orden el cual es til para cuestiones locales en
IR" e indispensable en muchas cuestiones globales. Comenzaremos con un ejemplo.
Ejemplo 3.22 Sea

Fa(:zjl,xz,:z:?);yl,yz;pf):O, a=1,2,...,6
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un sistema de seis ecuaciones diferenciales en derivadas parciales conteniendo dos

funciones incégnitas y' e y? de tres variables z'. 2. 2% v sus primeras derivadas
2 2
k ayk . . ./ .
P = oot Por simplicacién supondremos que estas ecuaciones pueden ser resueltas

respecto a pf y escribir equivalentemente

ay* k

20 Gil(zyy), k=1,2;0=1,2,3.
en algtin entorno U de un punto (a;b) = (a',a?,a*,b',b*). Una solucién consta de
funciones y* = f*(21,2%,2%), k = 1,2, que sastisface al sistema de ecuaciones

afk
90l G (2 ' (2), £ (2))
en un entorno @ = a y para el cual f(a) = b. Estas vienen a ser las condiciones

iniciales. Esto es equivalente a definir una subvariedad tridimensional de IR® =

IR?® x IR?* dada por
v = (2l 2% 2) = (2l 2?27, fl (2), f*(2))

cuyo plano tangente en un punto (x;y) estd generado por tres campos de vectores
X1, X5, X3, con componentes dadas por

X1 =(1,0,0,Gi(x;9). Gi (w39)),

Xz = (0,1,0,G3(x;9), G3(23)),
X5 = (0,0,1,G3(x;y), G5 (23y)).

Una tal “superficie” da una solucién; la condicién inicial anade el requerimiento
de pasar por (a,b).

Tal soluciéon puede no existir: las ecuaciones deben satisfacer ciertas condiciones
necesarias relativas a las funciones G;“ las cuales reflejan el hecho que si existe una
solucién, entonces se puede intercambiar el orden de derivacién de f' y f%. Estas
condiciones pueden ser escritas mediante relaciones entre X; y [X;, X;], 7,7 = 1,2, 3.

Los campos de vectores Xy, X5, X3, estan determinados por un sistema y definen
en cada punto ¢ de U un subespacio tridimensional &, C Tq(IR5), siempre que
ellos sean independientes, lo cual supondremos. Asi un sistema de ecuaciones del
tipo que estamos considerando determina en algin dominio de IR® tres campos de
vectores linealmente independientes X, X5, X3 y una soluciéon es una subvariedad
tridimensional cuyo espacio tangente en cada uno de sus puntos ¢ esta generado por
X1, Xo, X5,

Dos sistemas de ecuaciones diferenciales serdn equivalentes si ellos determinan
en cada punto ¢ de sus dominios el mismo subespacio tridimensional &, de Tq(IR5)
en cuyo caso tales sistemas tendrian la misma solucion.

Un sistema de ecuaciones es completamente integrable si existe una unica varie-
dad solucién a través de cada punto de algiin dominio de IR”; esto es, si el dominio,
salvo difeomorfismo, es semejante a un subconjunto abierto de IR® representado
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como unién de “superficies”disjuntas, tales superficies son obtenidas dejando dos
coordenadas fijas y tomando las otras tres como variables. De todo esto surgen las
siguientes definiciones.

Definicién 3.23 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y r un entero
tal que r < n. Un sistema diferencial (¢ distribucién) r—dimensional en M es
una ley que a cada punto v € M asigna un subespacio r—dimensional £, del
espacio tangente T, (M)

Eraxr— E C Ty(M).

Diremos que una distribucién & es diferenciable si la siguiente condicion
se satisface: Existe un entorno U de = y r—campos de vectores Xy,..., X,
definidos y diferenciables en U, tal que para todo y € U los vectores
Xi1(y),...,X,(y) forman una base de &,.

El conjunto {Xy,...,X,} se dice que es una base local de la distribucion
alrededor del punto x.

Un campo de vectores X en M se dice que pertenece a la distribucién &

(X € &) sipara todox € M, X, € &,.

Se dice que una distribucién £ es involutiva si existe una base local
{Xi....,X,} de la distribucién en un entorno de cada punto tal que

r
(X, X5 =) fxp  1<ij<nr
k=1
donde las cfj son funciones diferenciables en dicho entorno.
Una variedad integral de una distribucion diferenciable € en M es una

subvariedad (N, 1) de M tal que Vy € N, ¥, (T,(N)) C Ey(yy.

Ejemplo 3.24 Sea M = IR" x R" ™" y el sistema diferencial £ generado por los cam-
pos de vectores X; = %, 1 =1,...,r, entonces &, es el subespacio de dimensién
r que consta de todos los vectores paralelos a IR" en el punto € M. Veremos que
este ejemplo aparentemente especial es tipico de distribuciones involutivas.

Definicién 3.25 Se dice que una distribucién diferenciable £ es completamente

integrable si forallex € M existe una carta local (U, o =(at,... ,:1;")) , v el
tal que los r—campos de vectores %, 1 =1,...,r constituyen una base local

en U de €. Se dice entonces que (U, ) es un sistema coordenado adaptado
a la distribucion.

Notese que en este caso existe una variedad integral r—dimensional N pasando por
cada puntoy € U, tal que T, (N) = &,, esto es, el espacio tangente a N es exactamente
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E. En efecto, si (a',...,a™) son las coordenadas de y, entonces la variedad integral
pasando por y es el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen

esto es N = ! <{§E¢(U)/§j :aj,j:r—l—l,...,n}>, es una placa de U. De

hecho, en este caso la distribucién es involutiva pues

0 0
I — I E— — ]_ < ) ) < .
{8:1;“8:1;]} 0 =hJ=n
Podemos concluir que:

Proposicién 3.26 Toda distribucion completamente integrable es involutiva. 4

Ahora bien, no todas las distribuciones son involutivas, por ejemplo, en IR® la

distribucién 5 5 5 5
Xi=z—+ — Xo=—+ —
! r 0z ? dy 0z

no es involutiva, ya que [Xy, X3] = —%, que no es combinacion de Xy y X5. Esto

significa que X7, X», no pueden ser tangentes a una superficie z = f(x,y).

Una distribuciéon € de dimension 1 es un campo de rectas, esto es, de subespacios
unidimensionales. Una base local estd dada por un campo de vectores no nulo X
que pertenece a £ en cada punto y; de hecho, una curva integral de X es una
variedad integral. Sabemos por el teorema de existencia (ver pag. 94), que tal
variedad, pasando por un punto arbitrario dado, existe y es tnica. De hecho, la
proposicién que vamos a establecer a continuacion demuestra que tal distribucién es
completamente integrable. Ella es también involutiva ya que [X, X] = 0.

Proposiciéon 3.27 Toda distribucion diferenciable £ de dimensién 1 sobre una va-
riedad diferenciable M es completamente integrable.

Esta proposiciéon es consecuencia inmediata del siguiente lema:

Lema 3.28 Sea X un campo de vectores definido y diferenciable en un entorno
abierto de un punto xg € M, y tal que X,, # 0. Entonces existe un sistema
coordenado ciibico centrado en xg, (U,c,o = (y',... ,y")) en el que X esta
definido y coincide con %.

Demostracién.- Podemos encontrar (Ul,c,ol = (... ,Z")), un sistema coorde-
nado ciibico de lado ¢ centrado en wq, es decir ¢1(Uy) = C§(e) v p1(x9) =0, en el
que X estd definido, es diferenciable y ademés X, z! # 0.

Six € U; se tiene X,z2' = Fi<zl(:1;),...,2"(:1;)>, 1 < i < n, donde las F*:
Cl(e) — IR son aplicaciones diferenciables, definidas por

Fi:XZioc,ol_l.
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Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

yr = F'(& . 6" (1=1,...,n). (3.4)
Haciendo uso del teorema de existencia para sistemas de ecuaciones diferenciales,
existe una aplicacién diferenciable H: CJ(6) C R" — IR" con 0 < § < ¢ tal que:
1) VEe Cg(o), H() € Cy(e).

2) Las ecuaciones

g =H'(tE,... ") (i=1,....,n)

expresan una solucion del sistema (3.4), con las condiciones iniciales

H'(0.62,...6M =0 H(0,&,....¢")=¢ (i>2).

Probemos que el jacobiano J(H) de H es no nulo en 0 € IR". En efecto, los
términos de la matriz jacobiana de H en 0 son

OH! ot
== =FY0,...,0) = X,z £0.
arl o at |o (0,---,0) 0?70
OH' :
—- =4,
ard o J
Luego J(H)o = X,z # 0.
Asi H: C§(§) — IR" define un difeomorfismo en un entorno W del origen:

H: W cCCl) — H( ) C CJ(e). Se sigue que existe un sistema coordenado
(U,c,o = (y! ...,y")) alrededor de zg, siendo U = ¢! (H(W)) yop=H"! cp1p- Y

se tiene:

‘ ‘ 4 OH' d : 0 ;
X,z'=F" = F'(H = =— (H'op)=— ().
Se tiene, en consecuencia:

X = i en U
oy! 4

3.5 Teorema de Frobenius

Pasamos ahora a demostrar la integrabilidad de un sistema diferencial involutivo
arbitrario.
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HW)
o H [

G (&)=9.(U)) C2(3)

Fig. 3.5: Sistema de coordenadas adaptado a un campo de vectores

Teorema 3.29 (Frobenius) Sea £ una distribucién r—dimensional e involutiva
en una variedad diferenciable M de dimensién n. Para cualquier punto
g € M, existe un sistema coordenado (U, o= (at, ... ,:1;")) ctibico de lado
¢ v centrado en el origen, alrededor de xg, tal que la placa de U definida
por las ecuaciones:

gt = AT N < 1< h<n—7)

es una variedad integral de £.

Y si (N,v) es una variedad integral conexa de £ tal que Y(N) C U,
entonces (N) estd en una de estas placas.

Demostracién.- Sea {X1,...,X,} una base local de xg. Tenemos (X1)z, # 0, ¥y
podemos aplicar el lema anterior a Xj:

Existe un sistema coordenado (Ul,c,ol =(y',... ,y")) al rededor de xq, cibico
y centrado en el origen, es decir, ¢1(20) = 0y ¢1(U1) = CJ(I), tal que para todo
x € U se tiene %ll’ =(X1)s-

Para r = 1 la placa de U; que esta definida por las ecuaciones

y2:/\2 yn:/\n

es una variedad integral Ny de & ya que &, = {(X1)|.} = {%| } =T,(Ny), con lo
que se prueba el Teorema para el caso r = 1.

Para probar el Teorema en el caso general procedemos por inducciéon en r. Su-
pongamos que r > 1 y que el Teorema se verifica para distribuciones de dimensién
r—1.

Consideremos el conjunto de los campos de vectores definidos en Uy:
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i = Xy
Vi = Xi—Xi(yhH)Xy, 2<i<r
Se tiene que Yiy' = Xiy' — (Xiy")(Xiy') = Xiy' — (Xay")(50ry') =0, i > 2.
Los campos de vectores Y7,...,Y, son independientes, ya que en las ecuaciones
de transformacion

Y; 1 0O --- 0 X,
_ —Xzy 1 - 0
Y, —Xry 0 -+ 1 X,

el determinante de la matriz es no nulo.

Con lo que (Y1)y,..., (Y} )y generan &,, Vo € Uy. Ademds como las funciones
Xyl : Uy — IR, 2 <1 < r, son diferenciables, se sigue que los campos Y; son
diferenciables en Uj.

Sea S la placa de Uy definida por la ecuacién

y' =0

y sea Z; = Yig, 2 <1 < r (o lo que es igual i,(Z;) = Yi, i : S — M); es
claro que los Z; son campos de vectores en S, pues Z;y' = 0, 2 < i < r; esto es,
Zi(x) € Ty(5), Va € S. Por tanto, {Zs,...,Z,} generan una distribucién en S de
dimension r — 1.

El espacio &, generado por los vectores Zy(x),..., Zr(x), * € S, es la inter-
seccién de &, con el espacio tangente a S en x. Asf la distribusién € : © — &, es
diferenciable en S. Probemos que es involutiva:

Los Z; verifican 1,(Z;) = Yj; por consiguiente los correspondientes corchetes
también verlﬁcan i ([Z:, Z5]) = [YZ,Y}], 2<1,5<r. Pero[¥;,Y;], 2<4,5 <7, no
tienen componentes en la direccién de Yy, ya que, por hipotesis,

T

[1/“1/}] = Cf]‘Yk,

k=1

y al aplicar a y'.

Vi, Yil(y') = Yi(Yyy') = Y;(Yiy') = 0
r 1 _ . .
( ck Yy ):C}] :>cij_07 4] 227
con lo que
(120230 = V5] zck V= 3 chin(Zi) =, (Dczowzk) ,

k=2 k=2
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y al ser ¢, inyectiva, resulta

(Z:,Z;] =) ¢t Zk.
k=2
Con lo que queda probado que la distribucién £ en S es involutiva.

Ya que € es de dimensién r — 1 podemos aplicar la hipétesis de induccién:
Podemos encontrar un sistema de coordenadas ¢, = (22,...,2") alrededor de
en 5, tal que la placa definida por las ecuaciones

ZiZO, r+41<:<n

es precisamente la variedad integral de la distribucién € generada por {aa?, cees 82,, }
en este entorno y que pasa por xg.
R
IR™
IR™
Fig. 3.6:
Consideremos las funciorlues .

=y

@ = Zor (2<j<n),
donde 7: Uy — S es la proyeccién natural del sistema de coordenadas (y',...,y"),

esto es:
(@) = (om) (e (1 (@) y(@) ) = (07 (0,02 @)y (@) ),

que estan definidas en un entorno de zg € U; y son independientes, ya que

10 0
Oxd 0 927
Ay’ HE <a_ZjF > e 70,
170 |1 <i j<n ' 9" |zo 2<i,5<n w0 la<i j<n
0
y ademas
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#H(zo) = y'(xo) =0
' (xg) = (2'eom) <4,91_1 (yl(xo), o ,y"(:z;o)>> = Zl<g01_1(0,0, o ,O)) = z'(20) = 0.

Asi, existe un sistema de coordenadas (U,c,o = (:1;1,...,:1;")>, U c Uy, cubico
centrado en xg.

Ahora, con objeto de probar que los r campos de vectores Y7,...,Y, es combi-
nacion lineal de los campos de vectores %, N 887, bastara probar que Y;2" 1t/ = 0,
para todot=2,...,r ytodo j =1,2,...,n —r, puesto que Y;2"7/ nos da las com-
ponentes de Y; respecto de la base {%, ey ain

Para ello, se tiene

9 4 4
5,7 (Yir' ) = Yi(Yia").
Y, teniendo en cuenta que Yzt = %(m”*’j) = 0, se sigue que
9 r+ r+ r+ r+
i) = V(™) - V(1) = [V, Ve
Es decir §
a r—+3 k r—+3
a?(yil' ) = chi(Ya™7).
k=2
Fijada una placa en U de la forma 2 = A%, ..., 2™ = A", Sobre ella, Y;(z""7) es

una funcién de 2! solamente; asi, tenemos un sistema de r— 1 ecuaciones diferenciales
lineales homogéneas con las condiciones iniciales

(Yixr"i'j)@o_l((), /\2, ce /\")> = Zi(zr"i'j)

que da la componente de Z; en la direccion de WBH; peroen SNU, {Zy,...,Z,}
forman una base tal que se escriben solamente en combinacion de %, cee %, luego
Z:;2" = 0.

Asi, Y;z™ es idénticamente nula, en virtud de la unicidad de la solucién.

Por tanto, los r campos de vectores Y7y,...,Y, se expresan en combinacién lineal
de los r campos de vectores %, cee 887 de la referencia natural {%}195”, aso-
ciada a las coordenadas locales (z!,... 2™). Con lo que {%, - 887} constituye

una base local de £ en ¢ y asi la subvariedad definida por las ecuaciones
wF =0 E>r
es una variedad integral de &.
Finalmente, supongamos que (N,v) es una variedad integral conexa de &, tal

que (N) C U. Sea n: IR" — IR" la proyeccién en las n — r ltimas coordenadas.
Entonces todo vector en &£ es anulado por (7o p).. Asi, (mepot))(y) =0, Vy € N.
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Luego 7o ¢ o ¢p es una aplicacién constante ya que N es conexa. Y ¢)(N) estd contenida
en la placa dada, ya que me° @ o) = cte, implica que

(moged)(z) = (mop)(¥(r)) = (0,....0,2" T (¥(2)), ... 2" (¥(x)))
o sea, Yy € ¥(N), se tiene que

" (y) = cte, 1<j<n—r.

3.6 Segunda forma del Teorema de Frobenius

Sea &£ un sistema diferenciable de dimension r: € : v — E, sobre una variedad
diferenciable M de dimension n.
Consideremos el subespacio vectorial de T*(M) de dimensién n — r

E, ={w, € T}(M)/w,(X,) =0, VX, € E,},

denominado subespacio ortogonal a E,.
La aplicaciéon &' : x —— E! es diferenciable: Como la distribucién € es di-
ferenciable, existen en un entorno de cada punto campos de vectores diferencia-

bles Xy,..., X, tales que sus representantes forman una base de los subespacios
E,; completémosla (1) para formar una base de Tp(M), {X1,..., Xr, Xpa1,..., Xn 1.
Consideremos la base de 1-formas duales {w!,... w" W™ .. w"}, asilasn —r

r+1 n

1-formas w™™ ", ...,w"” son diferenciables y constituyen una base local para la dis-

tribucién &'.

Reciprocamente, una aplicacién diferenciable £ : @ — E! | siendo E! un subes-
pacio vectorial de dimensiéon n — r de T;(M), define una distribucién diferenciable
&z — E, de dimension 7.

Teorema 3.30 Un sistema diferencial £ de dimension r en una variedad diferen-
ciable de dimensién n, dado por un sistema diferencial &' : x — E' | siendo
E! un subespacio vectorial de dimension n —r de T}(M), es completamente
integrable, si y sélo si existe una base local {w"! ... w"} de &' y para todo
w de &', existen 1-formas diferenciables "1, ... 6" tales que

(1) Podria hacerse expresando los campos dados en funcién de campos de vectores basicos relativos
a unas coordenadas locales y completar en el punto & con vectores independientes. Definir funciones
diferenciables (ver Lema 2.44) en un entorno de z que tomen en z los valores de los coeficientes de
los vectores nuevos. Asi el determinante de la transformacién es diferenciable en = y es distinto de
cero en x, luego serd distinto de cero en todo un entorno de x. Tenemos asi una base de campos
de vectores diferenciables alrededor de .
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dw = z": 6" A W'

1=r+1
Demostracién.- Completemos la base local {X, ..., X, } de la distribucién com-
plementaria £ para formar una base local de campos de vectores diferenciables en
un entorno abierto U; sea {w!,...,w", w™ ... w"} su base dual de 1-formas di-
ferenciables, de las cuales {w"t! ... w"} forman una base local de la distribucién
g
Se tiene
dw = Z ajkwj A wk. (35)
1<j<k<n

Si &€ es completamente integrable:

[)(h‘xk]zzzijc;kxbv 1 S(%kjg r,

=1

donde c? . son funciones diferenciables en U.
Aplicando a los dos miembros de (3.5) a (X;, X), j,k <r, resulta:

2dw(X;, Xi) = Xjw(Xy) — Xpw(X;) —w([X;,Xk]) =0, (3.6)

pues, como w € &', se tiene w(Xy) =0, para ( < r.

Z aagwa/\wﬁ (X]‘,Xk): Z aagwa/\wﬁ(Xj,Xk):

1<a<B<n 1<a<B<n
1 o 1
T2 Z dap Z Eow (Xa(j))wﬂ(Xa(k)) — 5%k (3.7)
1<a<p<n 0€G,

De (3.6) y (3.7), se tiene: ajp =0 1< j,k<r.

Por tanto
k13 k13 k13
dw = Z aagwa/\wﬁ: Z (Zaagwa> Awl = Z 6% A WP,
_1&2%2 B=r+1 \a=1 B=r+1

Inversamente, supongamos que se tiene

dw = z": 0° N w?.

s=r+1
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Entonces, para 1 < j,k <r, se tiene
2dw(Xj, X1) = Xjw(Xe) = Xpw(Xj) —w([X;, Xi]) = —w([X;, Xi])
- 8 8 1 - 8 8
( Z 0% A w ) (X, Xk) = 5 Z Z a8’ (X)) (Xory) =0

s=r+1 s=r+1 0SS,
de donde w([X;, X¢]) =0, y como w € &', se sigue que [X;, X;] € €. Luego existen

c}k funciones diferenciables y [X;, X;] = Z c?kXi. Con lo que el sistema diferencial
=1
es completamente integrable. D

Definicion 3.31 Se define un sistema diferencial de dimension r en una variedad
diterenciable M de dimensién n, dando una (n-r)—forma descomponible no
nula en ningun punto

Q=wT A AW

Con esta terminologia se tiene inmediatamente la siguiente proposicion de ca-
racterizacion de integrabilidad de un sistema diferencial:

Proposicién 3.32 Para que un sistema diferencial £ definido por la (n-r)—-forma
Q=w Tt A Aw" sea completamente integrable es necesario y suficiente
que una de las condiciones siguientes se verifique:

1) dQY=60ANKQ
2) AAQNw* =0, a=r+1,...,n.

Ejemplo 3.33 El sistema diferencial de dimensién 2 en IR* definido por la 1-forma
w=P(z,y,z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz, es completamente integrable si s6lo si
dw A w = 0; de donde se obtiene la condicion de integrabilidad:

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997



| ntegracion

en variedades diferenciables

/

4.1 Variedades de Riemann

Definicién 4.1 Un campo de tensores diferenciable g de tipo (0,2) sobre una va-
riedad diferenciable M es simétrico y definido positivo si en todo x € M:

1) ge(u,v) =ge(v,u), VYu,v € Tp(M)
2) gu(u,u) >0, Vu e T,(M) v gu(u,u)=0<u=0.

Un campo de tensores diferenciable g de tipo (0,2) sobre M, simétrico y
definido positivo se dice que es una métrica riemanniana sobre M.

Una variedad diferenciable M sobre la cual esta definida una métrica
riemanniana se dice que es una variedad riemanniana o de Riemann, y Ia
denotaremos por (M, g).

Ejemplo 4.2 IR" con el producto interior natural:

gx(Xx,Yx):<Xx,Yx>:zn:aibi, donde X:zn:aii Y:zn:bi g
=1

: 4 Oxt’ Oxt
1=1 =1

g es diferenciable, pues g( aii \ %) = 0;j.

Ejemplo 4.3 Sea M una superficie en IR®. Sii : M — IR? es la inclusién; para
X,,Y, vectores tangentes a M en p, definimos

9p(Xp,Yp) = <i*(Xp)vi*(Yp)> = <Xp7Yp>7

esto es, definimos ¢ tomandola como el producto interior euclideo de X,,Y, como
vectores de IR®. A esta métrica se le conoce como la primera forma fundamental de
la superficie.
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118 4 Integracion en variedades diferenciables

4.2 Variedades de Riemann como espacios métricos

Sea (M, ¢) una variedad de Riemann y sea v una curva diferenciable en M
~:la,b) = M

Definicién 4.4 La longitud de la curva v esta definida por el valor de la integral

1= [ latito.a0) e

El integrando es una funcién continua al serlo g y v. Ademas es facil establecer
que el valor de la integral no depende de la parametrizacion de la curva.

Enunciamos, a continuacién, un resultado que relaciona la métrica en una varie-
dad, dada por un tensor métrico, y la funcién distancia:

Teorema 4.5 Una variedad de Riemann conexa es un espacio métrico con la métri-
ca d(z,y) = infimo de las longitudes de las curvas de clase C a trozos que
unen x con y.

La topologia de este espacio métrico y la topologia de la variedad coin-
ciden. r

4.3 Particién de la unidad

En este parrafo haremos uso de definiciones enunciadas en el parrafo .
Definicién 4.6 Una particidn de la unidad diferenciable sobre M es una coleccion
de funciones diferenciables { f; };cr definidas sobre M con las siguientes pro-
piedades:

1. fi(z) >0, Ve e M, VYiel.
2. {sop(fi)}ier forman un recubrimiento localmente finito de M.

3.) filz)=1, Vo e M.

el
Notese que en virtud de 2. la suma estd bien definida, ya que cada punto tiene

un entorno en el que sélo un ntumero finito de f; son distintas de cero.

Definicién 4.7 Una particién de la unidad {f; }ic1 se dice que estd subordinada a
un recubrimiento abierto {Ayaea de M si para cada i € I, existe un A,
tal que sop(f;) C Aq.
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El lema que enunciamos a continuacién, lo usaremos para demostrar la existencia
de una particiéon de la unidad sobre una variedad.

Lema 4.8 Sea A un recubrimiento abierto de una variedad paracompacta M. Existe
un refinamiento localmente finito y numerableU = {U;};cr de A constituido
por entornos coordenados relativos a homeomorfismos coordenados ¢;, con
wi(U;) = Co(r) y tal que V; = o7 ! (C’g‘(g)) constituyen un recubrimiento
VY de M. |

Teorema 4.9 Sea M una variedad diferenciable paracompacta. Entonces, dado
cualquier recubrimiento abierto A de M, existe una particion de la unidad
diferenciable sobre M, { f;}icr, subordinada a un refinamiento U de A.

Demostracién.- Usando el lema anterior (Lema 4.8) y el Lema 2.44 podemos
considerar funciones diferenciables h;: M — IR, con valores comprendidos entre 0 y
1, tales que

hi(z) =1 si z€V; hi(x) =0 si «¢U;, (1€l

con sop(h;) = {x € M/h;(z) # 0} C U,.

Consideremos las funciones f;: M — IR dadas por
h;

>0

Jjel

fi =

las cuales estan bien definidas y son diferenciables, pues el denominador sélo consta
de un ntmero finito de sumandos no nulos; y tienen las siguientes propiedades:

1. f; >0 sobre M, Vi e I.

2. {sop(fi)}ies es un recubrimiento localmente finito de M. V; C {sop(f;)} C U;.

3.) filz)=1, YreM.
el
Tenemos pues que {f;}ier es una particiéon de la unidad subordinada al refi-
namiento {U; };er. 4

Aplicacién a la existencia de métricas riemannianas

Teorema 4.10 Si M es una variedad paracompacta admite una métrica rieman-
niana.
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120 4 Integracion en variedades diferenciables

Demostracién.- Dado un recubrimiento abierto A = {A, aea de M, siguiendo
las notaciones anteriores; sea {f;}icr la particiéon de la unidad subordinada al re-
cubrimiento localmente finito y numerable & = {U;};er, constituido por abiertos
coordenados con homomorfismos coordenados p;; v sea ademds V = {V; };er el re-
cubrimiento considerado en el Lema 4.8, y pongamos ¢; = ¢;|y;.

En cada V; existe una métrica de Riemann definida por

(e, va) = ((6i)+(ua), (Di)x(v2)) Up, Ve € To(M), €V

Podemos definir en un punto arbitrario x € M
ge =Y _ fil2)gh.
el
En el segundo miembro sélo hay un niimero finito de sumandos no nulos. Y se
verifica:

go(u,v) = ge(v,u), Yu,v € Tp(M).
gelu) = S Al (wu) 2 0, V€ Tu(M),
el
golu,u) =0=Vie I, fi(z)g (u,u)=0= "¢ I,g;,*(u,u) =0=u=0.

Ademas g es diferenciable. Luego ¢ es una métrica riemanniana sobre M. r

4.4 Orientacion de variedades

Antes de tratar la orientacion de variedades, necesitamos recordar el concepto
de orientacién en espacios vectoriales.
Definicién 4.11 Sea E un espacio vectorial real de dimensiéon n se dice que dos
bases {e1,...,en}t, {f1,-.., fn} tienen la misma orientacién si el determinate
de la matriz cambio de base es positivo, es decir,

det(a?) >0

7

donde f; :Zaiei J=1,...,n)

=1

Esto permite establecer una relaciéon de equivalencia en el conjunto de todas las
bases de F; existiendo tinicamente dos clases de equivalencia.

Definicién 4.12 Un espacio vectorial orientado es un espacio vectorial junto con
una clase de equivalencia de bases citadas arriba.

Las bases de dicha clase se dice que estan orientadas o positivamente
orientadas.
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4.4  Orientaciéon de variedades 121

Otra manera de expresar la orientacién en un espacio vectorial n—dimensional es
a través de n—formas no nulas:

Proposicién 4.13 Una n-forma w € \" E* — {0} tiene el mismo signo (o signo
opuesto) sobre dos bases si éstas tienen la misma (resp., opuesta) orien-
tacion.

La eleccién de una w € \" E* — {0} determina una orientacidn.

w1, ws € /\n E* — {0} determinan la misma orientacion si y sélo si wy =
Aws, donde A es un nimero real positivo.

Demostracién.-  Si {ey....,en} vy {f1,...,fn} son dos bases de E, y si f; =

7

aje;, tenemos:

=1

W(f1yeosfn) = Z altcatro(es .. e)) =

1<y, yin<n

= < Z 5aa;(1) e az(")>w(el, ceey€p) = det(ag)w(el, ey En).

ceS,

De esta relaciéon surgen inmediatamente las afirmaciones de la proposicién. 4

Si E es un espacio vectorial euclideo, esto es, E tiene un producto interior
definido positivo. Entonces para orientar a E podemos elegir una base ortonormal

{€1,...,en} v sea w la n—forma tal que w(ey,...,e,) = 1.
n

Si{fi,...,fn} es otra base ortonormal de E, tal que f; = Z a?ei, entonces
=1

W(f1yeoenfn) = det(a{)w(el,...,en) = +1,

segin que {fi,..., fn} tenga la misma u opuesta orientaciéon que {eq,...,e,}.

En este caso la forma w da una interpretaciéon geométrica cuando n = 2 6 3;
w(vy,v2) y w(vy,va,vs) es el area y el volumen, respectivamente, del paralelogramo
y del paralelepipedo, de los cuales los vectores dados son los lados o aristas partiendo
del origen.

Para extender el concepto de orientaciéon a una variedad M, trataremos de orien-
tar cada espacio tangente T, (M), de tal forma que la eleccién de orientacion en los
espacios tangentes sea diferenciable.

Definicién 4.14 Sea M variedad diferenciable. Se dice que M es orientable si existe
un atlas {(Ua,¢a)}aca para la estructura diferenciable sobre M tal que,
para cartas arbitrarias (Un,po = (25,...,2") v (Ug,0p = (x%,...,:z;g),
con Uy NUg # O, la funcién diferenciable

Dus:UsNUs = R
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122 4 Integracion en variedades diferenciables

determinada por dzl A+ Ndal = Dagdx% A---Ndzj, es positiva, es decir,
Dag(l‘) >0, Ve e Uy N Uﬁ.

Definiciéon 4.15 Una orientacidon en una variedad diferenciable M es una eleccion
de un atlas {(Ua, o) }aca para la estructura diferenciable de M verificando
las condiciones de la definiciéon anterior y maximal con respecto a dicha
condicion.

Una variedad orientada es una variedad diferenciable en la que se ha
elegido una orientacion.

Obsérvese que la funcion D, 3 de la definiciéon no es otra cosa que el determinante
jacobiano de @ ° c,ogl, es decir

Dgp = det i(l’;) )
ax‘é

Ejemplo 4.16 El fibrado tangente T(M) de cualquier variedad M es orientable.

Pues para conjuntos de funciones coordenadas (z!,...,2"%) y (x%,,xg) en M
alrededor de x € M

2
Dos(v) = |det axq

v € Tp(M).

J
X
ﬁ|1:

Proposiciéon 4.17 Sea M una variedad diferenciable, n—dimensional. Supongamos
que existe w € Q™"(M) tal que w(x) # 0, Yo € M. Entonces M es orientable.

Demostracién.- Sea 2A = {(Uq, ¥a)}aca un atlas maximal sobre M. En una carta
(Ua,c,oa = (za', ... ,:z:a")> de A, con U, conexo, se tiene

w = fadxl A+ Ada!

con fq: Uy — IR funcion diferenciable.
Como w # 0, resulta f, # 0; y como U, es conexo, fo, > 006 fo < 0 sobre U,.
Consideremos

A = {(Varpa)/fa >0, ac Al

Veamos que 2’ da una orientacién en M.

Claramente los abiertos de las cartas de 21’ recubren M, puessix € My x € Uy,
con (Uy,pa) € A tal que f, < 0; se obtiene una nueva carta (V,¢) € A conz € V'y
fe > 0, a partir de (Uqy,¢q), cambiando de signo una de las funciones coordenadas
de ¢4, por ejemplo

V =U,, ¢ =(zt,....2") = (—al, 2? o).

) R R a
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Ademas, si (Ua,¢a), (Us,pp) € A con U, NUg # O, entonces

1 a : a
d:z;%/\---/\d:z:g:—w—fd A ANday, s1end0f—>0.
fs  fs s
Y, por ultimo, " es maximal, al serlo 2. 4

Vamos a dar ahora un ejemplo de variedad orientable.

Proposicién 4.18 Sea (M, F) una subvariedad de R" ™" de dimensién n. Supon-
gamos que (M, F) admite un campo de vectores normal no nulo; es decir,
supongamos que existe una aplicacion diferenciable

V:M— TIR"t!

con V(x) € Tp(x)(lR"—i'l), V(z) #0 y V(x) es perpendicular a Fi(T,(M)).

Entonces M es orientable.

Demostraciéon.- Dado un campo de vectores normal V', consideremos la n—forma
diferencial y definida en los puntos de F(M) por

= V3idr2 A Adr™T —V2drt Adrd A Adr? T 4 -—|—(—1)"+1V"+1dr1/\- o Adr™.

Tomenos ahora la n—forma sobre M dada por w = F*u. Demostremos que
w(z) #0, Vo e M.

Supongamos que w(x) = 0, para algtin * € M. Entonces para todo vy,...,v, €
Tw(M)

0=we(vr,...,v0) = (F*')e(vr,...,v0) = pip) (Fe(vi), ..., Fi(vn)) .
Ahora bien, cada vector u € Tp(x)(lR""i'l) es de la forma
u = Fy(v) + cV(z), paraalgin v € T,(M) y ¢ € R.
Asi, para arbitrarios vectores uy,...u, € Tp(x)(lR""i'l):

fp(e) (U1, tn) =
= pr@) (Fe(or) +aV(z),..., F(vn) + enV(2)) =
— MF(J:) ( ( ) ( )) +

+ ZCJMF(JJ) (Fi(v1),. o Fi(vjm1), V@), Fe(vjga), ..., Fi(vn)) =
= Hrg) (Fe(v), s Fe(vn)) +

n )
+(n+1) ZCj(drl A Adr"THY(V(x), Fo(vr), ..., V(2), ..., Fe(vyg)).
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Con lo que gy = 0, lo cual es absurdo. 4

El préoximo teorema caracteriza totalmente la orientabilidad de variedades para-
compactas mediante n—formas no nulas:

Teorema 4.19 Sea M una variedad paracompacta. M es orientable si y sélo si
existe w € Q"(M), tal que w, # 0, Va € M.

Demostracién.- Consideremos un atlas {(Ua,¢©a)}taca de M determinando una
orientaciéon en la variedad. Entonces U = {U,}aeca es un recubrimiento abierto
de M y puesto que M es paracompacto, consideremos V = {V;};c; un refinamiento
localmente finito de U y { f; }ier una particién de la unidad diferenciable subordinada
a V.

Puesto que, para cada V; € V existe un o € A tal que V; C U, € U, se tiene que
el par (V;,p; = c,oawi) es una carta del atlas determinado por V.

Consideremos (2}, ..., 2%) las funciones coordenadas de la carta (V;, ¢;), entonces
w' = d:Jcl1 A+ Adxl es una n—forma diferenciable sobre V; no nula. Definimos
w = g fiw®
el

Es claro que w estd bien definida y w € Q7(M). Vamos a probar ahora que
w#£0,Ve € M.

Parax € M arbitrario, sea (Uqx, 0o+ ) del atlas de orientacién tomado al principio,
con @ € Uy« y con funciones coordenadas (yl«,...,y"% ). Entonces para cada V; € V,

con V; N Uy # O,

wi=daxl A ANdal = aldyle Ao Ady?. sobre VN Ugs

7

y a® > 0 sobre V; N Ugyx, puesto que (Vi, i) v (Uar,par) pertenecen al atlas de
orientaciéon de M. Asi

el €1
Puesto que Z fi = 1, existe ig € I tal que f; (x) > 0y puesto que aio(:zj) 40y

el
cada f;a* > 0, resulta

(Z fiai> (2) #0 = w(x) #0.

1€

La otra implicacién esta establecida en la Proposicion 4.17. 4

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997



4.4  Orientaciéon de variedades 125

Variedades de Riemann orientadas

Una variedad riemanniana M tiene la propiedad especial que el espacio tangente
T,(M) en cada punto @ € M tiene un producto interior. Aplicando lo expuesto
anteriormente relativo a n—formas sobre espacios vectoriales euclideos de dimension
n tenemos:

Proposiciéon 4.20 Sea M una variedad riemanniana orientable con métrica rie-
manniana ¢g. Correspondiendo a una orientacion de M existe una tinica n—
forma w que da la orientacion y que toma el valor +1 sobre una referencia
ortonormal orientada.

Demostraciéon.- Para cada punto ¢ € M, w, estd determinada requiriendo que
sobre una base ortonormal orientada {e1,...,e,} de Tp(M), se tenga

wyl(€1y. . en) =+1.

Sea (U, o= (at, ... ,:1;")) tratamos dar una expresién para las componentes de
w(%, ce ai") sobre U en términos de g;; = ¢( 2,, 577 ), de las cuales se deducird
que w es una n—forma diferenciable.

Escojamos en @ € M, una base ortonormal orientada {e1,...,e,} de Tp(M);
entonces

8:1; . Z ajer,  (1=1,...,n) siendo (a}) = A la matriz cambio de base.

Luego

a . a ..
) =00 (555 ) = (X obew Yoefe) = Yoked - (1<ij <0

resulta por tanto que g;j(z) = 'AA, es decir, det A = (det (gij(:zj)>>1/2.
Por otra parte,

0 0
cl= ,...,=— = det(aMw(er, ..., en) = det(ak).
<3x1|x 8:1:"|1;> ( z) (1 ) ( z)
Por lo que las componentes de w en coordenadas locales son

9 9 N\ _ (L2
. (ﬁu’”"&x—"u) = det(g;;(x))"/".

Asi la componente de w en U es la raiz cuadrada de funciones positivas diferen-
ciables, luego es diferenciable en U. Ya que (U, ¢) es arbitrario, w es una n—forma
diferenciable sobre M, teniendo como expresion local

wy = 1/det(g;;(x)) d:z;|11, A A d:z;rx.
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Definicion 4.21 Esta n—forma w se llama elemento de volumen de la variedad rie-
manniana orientada.

Si M = IR" con coordenadas cartesianas y métrica usuales, entonces el elemento
de volumen es
w=drt N Adr™.

4.5 Integracion en IR"

Hacemos aqui un pequeno repaso de ciertos conceptos y resultados relativos a
integraciéon en IR".

Definicién 4.22 Diremos que un subconjunto A C IR" tiene contenido (de Jordan)
nulo , ¢(A) = 0, si para todo ¢ > 0, existe una coleccion finita de cubos
C1,...,C, que recubren a A y la suma de sus volumenes es menor que &,

T

Zvol C; <e.

i=1
Diremos que un subconjunto A C IR" tiene medida (de Lebesgue) nula,
m(A) = 0, si para todo ¢ > 0 existe un conjunto numerable de cubos

recubriendo a A y Z vol C; < e.

=1

Nota 4.23 Evidentemente, ¢(A) = 0 implica m(A) = 0 y, si A es compacto, el

reciproco tambien se tiene.

Definicién 4.24 Un subconjunto acotado D C IR" se llama dominio de integracién
si su borde 8D = D— D tiene contenido nulo: ¢(0D) = 0.

Una funcion f: IR" — IR se dice es casi continua si el conjunto de puntos
en los que deja de ser continua tiene contenido nulo.

Ejemplos de dominios de integracién: Cubos y bolas en IR". Conjuntos limitados
por curvas y superficies diferenciables en IR* y IR®, respectivamente.
Se tiene el siguiente resultado relativo a integracién en IR":

Teorema 4.25 Sea D un dominio de integracién en IR" y f una funcién real sobre
D. Supongamos que f esta acotada y es casi continua sobre D. Entonces
existe la integral de Riemann

/ fdrl---dr".
D 4
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Propiedades basicas de la integral de Riemann

Sean D, D1, Dy dominios de integraciéon en IR"; no tiene dificultad demostrar

que D (la clausura de D), 10) (el interior de D), D1 U Dy, D1 N Dy y Dy — D3 son
dominios de integracion.

Sean ademas f y h funciones reales acotadas y casi continuas sobre IR" y A, u
numeros reales. Entonces se tienen las siguientes propiedades:

1) Sie(D)=0 = fodrl---dr":O
1 o .. n —_— 1 o .. n 1 o .. n
2) fDluDg fdr dr™ = fDl fdr dr™ + fD2 fdr dr
_fDmDQ fdrt---drm.
3) fD(/\f—I-/,Lh)drl---dr" = /\fodrl---dr"+Mthdr1---dr".

4) Sif>0sobre Dye¢(D)#0 = fodrl---dr"ZO y
(f, farteam=0sf=0).

Definicién 4.26 La funcién caracteristica X , de un subconjunto A de un espacio
X esta definida por

X, (z)=1 reA
X,(z)=0 ze€X-A

X , es acotada y discontinuaen JA. Si D es un dominio de integracién, tenemos
c(0D) = 0, y por consiguiente X  es integrable.
Si D' es un dominio de integracién, que contiene a D, entonces

/

XDfdrl---dr":/ fdrl---dr".
D’ D

Asi, si f: IR" — IR estd acotada, tiene soporte compacto y es casi continua,

/

IRn

usando un dominio de integracién D tal que sop(f) C D.

entonces definimos

fdrl---dr":/ fdrt - dr",
D

El siguiente teorema justifica el usual calculo de integrales multiples reemplazan-
dolos por simples integraciones de funciones de una variable (integrales iteradas).

Teorema 4.27 SiD ={x € R"/a' <a' <b', i=1,...,n} y f es una funcién
continua sobre el dominio de integracién D, entonces
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b” b2 b!
/fd:z:l---d:zj":/ / ( f(:z;l,...,x")dx1>d:z;z---d:zj".
D a® a2 1

a

Necesitamos otro teorema relativo al cambio de variable o variables de inte-
gracion. En el caso de funciones de una sola variable éste es la estandard e indis-
pensable técnica de sustitucion, que nos permite escribir

[ sty = [ ey

donde y = h(z), a < a <b, conc=h(a)yd=h(b), h diferenciable con continuidad
y f: IR — IR continua.

Consideremos h: U — V un difeomorfismo de U C IR" y V C IR" y denotemos
por J(h) su determinante jacobiano. Una funcién f sobre V determina una funcién
feoh sobre U y tenemos la siguiente relacion entre sus integrales:

Teorema 4.28 (Cambio de variable) Supongamos que D C U y h(D) CV son
dominios de integracion y que f es integrable en h(D). Entonces foh es
integrable sobre D y

=
s
3.

=
H
Q.

=
3

Il

/ Fh(e)IT (R)||da" - - da™.

D 4

Antes de extender estas ideas a variedades diferenciables, necesitamos conocer
qué le ocurre a los dominios de integracion al transformarlos mediante un difeomor-
fismo:

Proposicién 4.29 Sea A un subconjunto relativamente compacto (A es compacto)
de R" tal que ¢(A) = 0 (contenido nulo) y sea f: A — IR™, n < m una
aplicacién diferenciable con continuidad (C'). Entonces ¢(F(A)) = 0. 4

Usaremos este hecho para extender la nocién de contenido nulo y medida nula a
subconjuntos de una variedad diferenciable.

4.6 Integracion sobre variedades diferenciables

Definicién 4.30 Un subconjunto relativamente compacto A (su clausura es un
conjunto compacto) de una variedad diferenciable n—dimensional M, se dice
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que tiene contenido nulo, ¢(A) = 0, si es unién finita de subconjuntos, A =

A1U---UA, cada uno de los cuales queda en un entorno coordenado (U;, ¢;)
tal que c(pi(A;))=0en R", i =1,...,r.

Un subconjunto B C M se dice que tiene medida nula, m(B) = 0, si B es
la unién de una colecciéon numerable de subconjuntos B = U352, B;, tal que
cada B; tiene contenido nulo, ¢(B;) = 0.

Como consecuencia de esta definicién y de la proposiciéon anterior, tenemos el
siguiente resultado:

Proposiciéon 4.31 Sea F: M — N una aplicacion diferenciable entre variedades
con dimM < dim N.

Si A C M es relativamente compacto y ¢(A) = 0, entonces ¢(F(A)) = 0.
Si B C M tal que m(B) =0, entonces m(F(B)) = 0. |

Definicién 4.32 Un subconjunto D C M es un dominio de integracién si D es

relativamente compacto y el borde 8D = D— D de D tiene contenido nulo

¢(0D) = 0.

Teorema 4.33 Si D es un dominio de integracion en M, también lo son su clausura
v su interior.

La union finita e interseccion de dominios de integracion son dominios
de integracion.

La imagen de un dominio de integraciéon mediante un difeomorfismo es
un dominio de integracion.

Demostraciéon.- Todas estas propiedades son una consecuencia inmediata de las
ultimas definiciones y de los correspondientes resultados para subconjuntos de con-
tenido nulo y dominios de integracién en IR".

Para la altima afirmacién es preciso observar que un difeomorfismo envia puntos
del borde en puntos del borde. r

Supongamos ahora que M es una variedad orientable de dimensiéon n, y sea
w € Q™"(M) una n—forma no nula que determina la orientacién.

Definicién 4.34 Una funcién f: M — IR es integrable si es acotada, tiene soporte
compacto y es casi continua.

Una n—forma o sobre M se dice que es integrable si ¢« = fw, con f
integrable.
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Notemos que la definicién de n—formas integrables no depende de la n—forma w
particular que da la orientacién de M; pues si w’ es otra n—forma que da la misma

orientacién que w, resulta que w’ = hw con h funcién diferenciable y positiva. Por
tanto F
!/
a = fw=>-w
/ h

Si f tiene soporte compacto, es acotada y es casi continua, entonces lo mismo

verifica f/h.

Denotemos por Q7 (M) el conjunto de las n—formas integrables.

Teorema 4.35 Sea una variedad diferenciable, orientable, paracompacta y de di-
mension n. Existe entonces una tinica aplicacion

/:Q?(I\/I)—HR

verificando las siguientes condiciones:

1. IR-lineal, es decir

/(a+ﬁ):/a+/ﬁ Va3 € Qp(M)

//\a:/\/a VAeR y Vae€ QF(M).

2. Si el soporte de « esta contenido en un abierto coordenado U de una
carta (U,c,o = (a1,... ,:1;")) tal que

dz' A+ Ada™ >0
(es decir de orientacién positiva), v admite en U la representacion local

a=adz'' N Ada"

entonces
/ a:/ (aop™)drt - dr™,
R"
donde el segundo miembro es la integral de aop~' (cuyo soporte es
un compacto de IR"™) en el sentido de Riemann, y r',... r" son las

funciones coordenadas naturales de IR".

Demostracién.- Por ser la variedad M orientable y paracompacta, podemos con-
siderar sobre ella un atlas de orientacién {(U;, p; = (2},...,2™)}ier localmente finito
tal que ;(U;) = C¥(r), y subordinado al recubrimiento {U;};e; una particién de la

unidad {f;}iers.
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Asi, si o € QF(M), para cada i € I, fia € QF(M) y tiene su soporte compacto
contenido en el abierto coordenado U;, y si en él fia = ada! A -+ A da?, definimos

/fioz:/ (aoc,oi_l)drl---dr".
-IR/n

Ahora, como K = sop(«a) es compacto, la suma ), fia sélo tiene un nimero
finito de sumandos no nulos, puesto que K estara recubierto por un ntmero finito
de los soportes de los f;, vy podemos poner, por definicién

fox ) o

Es claro que la aplicacion asi definida es la tinica que satisface las condiciones

del teorema.
Pero veamos ahora que esta bien definida:
1) Para definir [ f;a hemos utilizado la carta local (U;, ;) veamos que si el

soporte de f;o estd contenido en la interseccién U; NUj, con (Uj, p;) otra carta local
del atlas tomado, el valor de [ fia es independiente de la carta considerada. En

efecto, en U; N Uj se tiene

¢
fia =adz} Ao Adaf =bda} Ao Ndal b:det(?i,’?)a.
J

Utilizando el Teorema 4.28 de la pagina 128, tenemos para x € U; N U;

/ (bo S‘Qj_l)hoj(l’)d‘sl”'dsn :/ (b°¢;1)|@j(1;)d31"'d8n
= cy ()

-an
2)  El valor de [ a es independiente de la particién de la unidad {f;}icr
elegida. En efecto, si {h;}jes es otra particién de la unidad subordinada a otro
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recubrimiento localmente finito y de orientacién {V;};es de M, los abiertos {U; N
Vit jyerxs constituyen un nuevo recubrimiento localmente finito para el cual las
funciones { fih;}(; jyerx s constituyen una particién de la unidad subordinada. Asi,
se tiene

Sf s (s o) sfeosls) )

luego | o estéd bien definida. D

Enunciamos ahora otras propiedades de la integral sobre M, que dejamos como
ejercicio:

Proposiciéon 4.36 1. Si denotamos por —M la misma variedad M, pero con
orientacion opuesta, tenemos

[ o

2. Si w es una n—forma no nula que da la orientaciéon de M y si o = fw
con f > 0 y continua, entonces [ o > 0. Y [ fw =0 siy sdlo si

f=0.
3. Si F: M — N es un difeomorfismo y o € Q}(N), entonces

[ Fa=x[a

donde el signo depende de que F conserve o no la orientacion. r

4.7 Integracion en variedades de Riemann

Sea (M, ¢) una variedad de Riemann y w el elemento de volumen (Definicién 4.21).
Definicién 4.37 Si D es un dominio de integracién sobre M y X es la funcién
caracteristica de D, definimos el volumen de D, que denotamos por vol D,

por

volD:/ Xpw.
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Definicién 4.38 Si f es una funcion integrable sobre M, definimos la integral de f
sobre D, denotada por fD f, por

/sz/ X

Cuando M es compacta: volM = [ wy [ f=][ fw.

Recordemos que en coordenadas locales (U, o= (at, ... ,:1;")), la matriz de com-
ponentes g;; sobre U del tensor métrico, vienen dadas por

_ (9 9
Yii = I\ Gai* 0ai )

y la expresién local del elemento de volumen es

w = /det(gi;)da’ A+ A da".

Ejemplo 4.39 Sea M una superficie en IR® con métrica riemanniana inducida por
el producto interior euclideo en IR?, v sea (U, ¢) una carta local con funciones coor-
denadas (u,v). Sea X = ¢~ 1: W = ¢(U) — M, la representacién paramétrica local
de la superficie que tiene por imagen U, o en cartesianas:

r=x(u,v) y =y(u,v) z = z(u,v).

Los campos de vectores basicos asociados a esta carta son:

. Ox O Oy 0 0z O . Ox O Oy 0 0z 0O
X1 = ontin il

" Ou Oz 6_u8y+6_u82 X2 B0 ox

y entonces

o0 oy | v o-

L. 0z \? Jy 2 92\ 2
g1 = g(X1,%X1) = I + 9u + VAR
. ox 8_:1; Jy @ 0z 0z

gi12 = g(flaxz) =

~ Ou dv +8_u8v +8_u_v — 920

L. 0z \? Jy 2 92\ °
g22 = g(X2,X2) = EN + 9 + o)

El elemento de volumen es

(¢ 1w = \/ 911922 — g3, dudv.

Si D es un dominio de integracion sobre M tal que D C U, y f una funcién
integrable sobre D, entonces

/f :/ fw :/ (fo@—l)mdudv :/ f(u,v)mduclv-
D D

w(D) (D)
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Ejemplo 4.40 Supongamos, como caso particular del ejemplo anterior, que ¢ es
difeomorfismo proyeccion de un abierto U de M sobre un subconjunto abierto de W
del plano XY, que identificamos con el plano paramétrico.

En este caso X: W — U esta dada por X(x,y) = (x,y, f(x,y)).

Los campos de vectores basicos asociados a esta carta son:

_’_g_|_fg _’_g_|_fg
X1 oe Y0z Xz_ay Y0z

g1 =1+ f: g12 = fufy 922:]—‘|’f;7

con lo que

X'w =1/g11922 — gi, dxdy = (/1 + f2 + fdxdy.

Si D C U es un dominio de integracion y A C W su proyeccion en el plano XY,
entonces para una funcion integrable h sobre M, tenemos:

/h:/h(x,y)q/l—l—fg—l—fgdxdy.
D A

Cuando h = 1, el valor de la integral es el area de D (= vol D).

4.8 Variedades con borde

Definicién 4.41 Una variedad con borde es un espacio M Hausdorff con una base
numerable de conjuntos abiertos y una estructura diferenciable 2l en el si-
guiente sentido: A = {(Uy,¥a)}taca consta de una familia de subconjuntos
abiertos U, de M cada uno con un homeomorfismo ¢, sobre un subconjunto
abierto de H" = {¢ € IRn/fn > 0} (con la topologia inducida) tal que

l. UaEAUa — M

2. Va,B € A, tal queUsNUp # D, 0505 y o c,ogl son difeomorfismos
de oo (Ua NUg) v wp(Uqs N Ug), abiertos de IH".

3. 2 es maximal respecto a las propiedades 1. y 2.

Proposicién 4.42 Si (U, ) es una carta de una variedad con borde M y si p(x) €
OH" = {¢{ € R" /(" = 0}, entonces esto se verifica para cualquier homeo-
morfismo coordenado ¢ de una carta (V,¢), tal que v € V.
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Demostracién.- Esto se sigue (aplicando el teorema de la funcién inversa) de que
©(U)—OIH" es un abierto de IR" y entonces ¢ o ¢~ debe aplicar o (U)N&(V)—IH"
difeomoérficamente en un abierto de IR", pero no subconjunto abierto de IH", que
contiene puntos del borde, esto es, de OIH". r

Este resultado nos permite dar la siguiente definicién:

Definiciéon 4.43 El conjunto de puntos x de M para los cuales existe un homeo-
morfismo verificando ¢(x) € OIH", se denomina borde de M, y se denota por
oM

OM = {2z € M/3(U,p) carta local,x € U y p(z) € OH"}.

Proposiciéon 4.44 Si M es una variedad diferenciable de dimensiéon n con borde
OM, entonces la estructura diferenciable de M determina una estructura
diferenciable de dimension n — 1 sobre OM. La inclusién i : OM < M es un
embebimiento.

Demostracién.- La estructura diferenciable 2 sobre M est4 determinada por las
cartas ((j,cﬁ), donde U = UNOM y ¢ = Tepune Para toda carta (U,¢) de M
que contiene puntos de M. (7, proyeccién sobre las primeras n — 1 componentes).
Ademas, 1 : OM — M es diferenciable y la aplicacion 7, es inyectiva. r

Proposicién 4.45 Sea M una variedad orientada y supongamos que el borde OM
no es vacio. Entonces OM es orientable y la orientacion de M determina una
orientacion de OM.

Demostracién.- Sea x € OM y supongamos que (U, ¢) v (V, @) son dos cartas del
atlas de orientacién tal que x € U NV. Denotamos, como anteriormente, por (U, )

v (V,¢) las correspondientes cartas del atlas que da la estructura diferenciable en
oM.

Se tiene el difeomorfismo
Gog Tl = (f1 o ) U NV) 5 U AT

(5177€n_170) '—> (f1(€177€n_170)77fn_1(€177€n_170)70)
y por tanto

afm .
o€ =0 (t=1,...,n—1), y € UnNoM.
le(y)
Se sigue que la matriz jacobiana del cambio de base tiene la forma
afl afn—l
ot o e 0
J(¢°99_1)|@(U08M) = aft gyt 0 )
85"‘_1 85"‘_1
afl o afn—l afn
aen e o /)
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con lo que, para y € U N M,
afm

det (J(6°0 ™ Non) = 3w

- det J($o¢_1)| (y) ] -
£ (er,....en,0) < Y >

Pero como la funcién

M fr(E €T

tiene valores positivos para £" > 0, y nula sélo para £" = 0, su derivada

" 1
LT 0) > 0.
agn (5 2 75 2 ) iy
Se deduce que det <J(qg° 95_1)“0(37,)) > 0. Luego OM es orientable. D

4.9 Teorema de Stokes

Definicién 4.46 Un dominio regular D sobre una variedad M es un subconjunto

R [e]
cerrado de M con interior no vacio, tal que si x € 0D = D— D, en-
tonces x esta en un entorno coordenado ciibico correspondiente a una carta

(U,c,o = (:1;1,...,:1;")> con
plz) =0€R", o(U)=Chle), p(UND)={¢e€Cy(e)/¢" > 0}

De la definicién se deducen de forma inmediata las siguientes afirmaciones:

a) Los puntos y € D N U, verifican 2™ (y) = 0.

b) Si D es acotado, entonces es un dominio de integracién.

¢) D con la topologia y estructura diferenciable inducida por M es una variedad
con borde.

Definicién 4.47 En un dominio regular D de una variedad diferenciable orientable
M, se denomina orientacién inducida en 0D a la orientacion de la variedad
0D para la cual, en cada carta coordenada,

(—=1)"dz* Ao Ada™ >0,

Teorema 4.48 (Stokes) Sea M una variedad diferenciable, paracompacta, ori-
entable y de dimensién n. Y sea o una (n — 1)—forma diferencial de clase
(al menos) C' y con soporte compacto.

Entonces, para todo dominio regular D, se tiene

/da:/ o
D oD

donde 1 : 0D — M es la inclusion natural
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Demostracién.- La exigencia de ser o diferenciable y con soporte compacto es
para garantizar su integrabilidad.

Consideremos sobre M un atlas de orientacién {(Uy, @) }rea localmente finito y
{fx }rea una particién de la unidad subordinada al recubrimiento abierto {Uk}rea.
Se tiene asi que {(i 7' (Ug), vk ° i) }rea= {(Ur N 0D, vk unap tkea= {(Uk, Pk frea es
un atlas de orientacién locamente finito sobre 0D y {i* fr }rea = {fr °i}rea es una
particion de la unidad subordinada a él. Entonces

ISy AT Sy gt

keA” oD keA” oD

Por otra parte

/Dda:/ (da) Z/kada Z/ (frda) =

_ / X (g(fkda)> :/ X, (;(d(fkoz)—dfk/\a)> _
- / X5 (;ﬂﬁﬂ)) —/ X, (;(dfk/\a)> _
— ,;4/ X, d(fro) — / Xp (d(kz;fk)> /\a:kz;/Dd(fka)'

Por ser d(}_,c4 fx) = 0, como consecuencia de ), -, fr. = 1. En resumen:
/ a = / C(fro) / da = Z/ (fra).
aD keAY 9D keA

Luego, para probar el teorema nos bastara con establecer que
[ vther= [ ey vrea
oD D

Pero fra es una forma diferencial cuyo soporte esta contenido en un abierto
coordenado Uy, luego el teorema se reduce a ser probado para una (n-1)-forma
diferencial @ con soporte compacto contenido en un abierto coordenado U de la

vartedad M.

Sea ¢ = (2',...,2") las funciones coordenadas en U, y supogamos que es ho-

meomorfo a un paralelepipedo en IR":

p(U)=P=A{(r",....r") e R"/ - N <r' <\ i=1...n}
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Sea la representacion local de & en U:
n ——
a= Z(—l)]_lajdxl Ao ANdxd A Adx™
j=1

donde las a; son funciones diferenciables con soporte contenido en U y aj o p ™! tiene
soporte en el interior de P.

Por otra parte
"< Ja;

OxJ

J=1

da =

Existen entonces dos posibilidades:
1° UnoD =0

En este caso, puesto que ajpp =0, es claro que

| ra=o
oD

Por otra parte, U N dD = O implica que, o bien U C M — D&6U Clo).
Si U C M — D, entonces, por ser X , = 0 sobre U:

[ s [ xyaso
D

Si U CD, entonces X, =1, luego

n e —1
/da:/ Z% drl ... dr™.
D P

=1
Pero para cada j € {1,...,n}, se tiene
Nasow !
/%drl'”drnz (4.1)
p r
n AL ‘ ‘
= [ [ et
A" 3t
_(ajog‘o_l)(rlv"-7_/\j,...,Tn)>dT1--'CZ“\j---dTn:07

por verificarse que sop(a; o c,o_l) CP y, por tanto

(ajoc,o_l)(rl,...,/\j,...,r")—(ajoc,o_l)(rl,...,—/\j,...,r") =0.

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997




4.9 Teorema de Stokes 139

20 UMD #0

Es claro que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 0D esta formado
por los puntos tales que ™ = 0 y consideremos entonces el paralelepipedo

Po={(rt,....r")/ =N <ri <N, j=12...,n—1 0<r" <A"}L

Entonces, X , () =1, Vax €U con z"(z) > 0.
(¢~ 1)*@ tiene soporte contenido en la unién del interior de Py con la cara
AY definida por r" = 0.
Se tiene

= (—1)"_1/ (anoc,o_l)(rl,...,r"_l,())drl S A
AO

n

esto es asi en virtud de aplicar a a la correspondiente inclusién ¢ : (z1,... 2" 71) —
(',...,2"71 0), en coordenadas locales, y observando que i*(dz") = 0.
Por otra parte,

dm— [ A g g
- - L,
D Po j=1

pero como en caso anterior (4.1)
Aa;opt .
/ Mdrl---dr":0 para j3=12...,n—1.
P, orJ

Pero

a1
/ 76(61” Ld )drl...dr" = / —(ap o H(rt, " 0)dr L dre T
» orn o0

0

Luego también en este caso, incluyendo el signo (—1)" en la orientacién de 9D,

| ra=[aa
oD D 4

se tlene
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4.10 Teorema de Green y Teorema de la divergencia

Consideremos ahora algunos ejemplos en los que D es un dominio regular de
IR? 6 IR®. En estos casos el Teorema de Stokes corresponde a teoremas clsicos del
calculo conocidos con varios nombres.

A. Teorema de Green

Sea D un dominio regular acotado de IR%, esto es la clausura de un subconjunto
abierto del plano acotado por una curva simple cerrada diferenciable; por ejemplo,
D puede ser un disco o un anillo. Entonces 0D es la unién de estas curvas (en el
caso del disco es una circunferencia y un par de circunferencias en el anillo).

Una 1-forma sobre D se escribe en funcién de sus coordenadas cartesianas por

a = Pdx 4+ Qdy.

Podemos suponer que P y () son las restricciones a D de funciones diferenciables
sobre algin abierto que contiene a D.

_[0Q OP
da = (8—:1;_@>dx/\dy

Tenemos

y por el Teorema de Stokes

/(g—Q—g—P>daj/\dy:/ Pdz 4 Qdy.
D t Yy aD

El término de la izquierda es una integral de Riemann ordinaria en un dominio
de integracién D de IR*. El otro término es una integral sobre una variedad uni-
dimensional y su valor es el de la usual integral de linea a lo largo de una curva
(o curvas C;) orientada de tal forma que al recorrer la curva la regién quede a la
izquierda.

Asi la igualdad puede ser escrita

//D (g—f—g—Ddey:Z:/CiPdwery,

que se conoce como el teorema de Green.
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B. Teorema de la divergencia

Sea D un dominio regular de IR®, esto es, la clausura de un conjunto abierto
acotado por una superficie diferenciable cerrada.
Consideremos la 2—forma

a=PdyNndz+ QdzNdx + Rdx A dy,

donde P, @, R son funciones diferenciables sobre un abierto de IR® conteniendo a D.

Tenemos
oP 0Q OR
dao = —+—=4+—|d d dz.
« <ax+ay+az> x Ndy Ndz

El Teorema de Stokes afirma que

P
/<6—+6—Q+6—R>dxAdyAdz:/ PdyANdz+ Qdz Ndx + Rdx A dy.
b or Jdy 0z .

Que es la integral de Riemann sobre un dominio y al integral de superficie sobre
su borde, respectivamente. Obteniéndose asi el conocido teorema de la divergencia,
el cual clasicamente tiene la siguiente formulacion:

Si N = (N',N? N3) es el campo de vectores normal y unitario sobre 9D que

apunta hacia afuera, V' el campo de vectores de componentes (P, Q, R), w = dx A
dy Adz el elemento de volumenen D C IR* y & = N'dyAdz+ N?dzAdx+N3dx Ady
el elemento de drea en 0D, entonces

/(divV)w:/ (V, N

D oD

Es decir, la divergencia total de V' sobre D es igual al flujo de V' a través de 9D.

C. Teorema de Stokes del calculo

Consideremos D un trozo de superficie embebida en IR? y acotada por una curva
simple diferenciable.

Ya que dx,dy, dz pueden ser consideradas, por restriccion, como 1-formas sobre
D o sobre 0D, toda 1-forma « sobre D puede escribirse como

a=Pdr+Qdy+ Rdz,

donde P, @, R son funciones diferenciables sobre D.
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En este caso el Teorema de Stokes afirma que

OR 0Q oP OR 0oQ oOP B
/D<ay — 8z>dy/\dz+<az —ax>dz/\d:1;—|—<ax — ay)d:z;/\dy—

:/ Pdr+Qdy+ Rd-=.
oD

La integral de la izquierda es una integral de superficie y la de la derecha una
integral de linea. Obteniéndose asi el usual Teorema de Stokes del calculo superior.

4.11 Aplicacion a los grupos cohomologia de De Rham

Proposiciéon 4.49 Sea M una variedad orientable y compacta de dimencién n con

OM = (J. Entonces
H"(M) # {0}.

Demostracién.- Sea w el elemento de volumen, entonces

/w>0.

Supongamos que w = da para algin (n — 1)—forma a. Entonces por el teorema

de Stokes
/w—/doz—/ a=0.

Lo cual es absurdo. Luego w determina una clase no nula en H"(M). r

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997



Diferentes enfoques
de conexiones lineales

/

En este tema expondremos varias vias para introducir el concepto de conexion

lineal, sobre una variedad diferenciable M, asi como primeras propiedades deducidas
de tales definiciones.
Si X e Y son campos de vectores sobre una variedad M, vamos a definir un nuevo

campo de vectores VyY sobre M, cuyo valor en cada punto = es el vector variacion
de Y en la direccién de X .

Para mejor comprender este concepto, repasemos el concepto de derivada cova-
riante natural en IR".

Un campo de vectores Y en IR" puede ser interpretado como una aplicacion
Y : IR" — IR" diferenciable; asi si v es un vector en p de IR" e Y es un campo de
vectores (diferenciable) en p, estd bien definido el vector

(DY) (p) = Jim L2 = V(P)

t—0 t

que, si Y se expresa en funcién de los campos de vectores bésicos en IR", correspon-

0

ori >

n
dientes a las coordenadas cartesianas globales (r!,... r")  por ¥ = Z Y
=1

puede poner

(DY) (p) = YoV,

=1

donde v(Y") expresa la derivada direccional de la funcién Y en la direccién de v.
Si ahora consideramos X e Y campos de vectores diferenciables en p,

(DxY)(p) = Dx, ¥

define un campo de vectores Dy Y en IR", que denominaremos derivada covariante
de Y en la direccién de X.

Ejemplo 5.1 Tomemos en IR® los campos de vectores X = (A, B,C), Y = (xy® +
4z, y* —x,x + 2%), entonces

DyxY = (X(:L'y2 +4z), X(y* — ), X(x+ 23)> =
143
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= (y*A(z,y,2) + 22y B(x,y, 2) +4C(2,y, 2),
— A(x,y,2) + 2yB(x,y,2), Alx,y,z)+ 3220(:1;,y,2)>.

Propiedades de la derivada covariante o conexion natural en IR":

Sean X,Y, Z, W campos vectoriales (diferenciables) en IR", y sea f una funcién
diferenciable real, entonces se tienen las siguientes propiedades:

Dy(Y+2)=DxY +DxZ DixY =fDxY
Dy 4 wY =DxY + DyY Dx(fY)=(Xf)Y + fDyY

Todas estas propiedades se deducen directamente de la definicién de D, entendida
como derivada direccional de funciones diferenciables en IR".

Es importante resenar que DyY puede ser calculado una vez conocido Y a
lo largo de una curva o que fija el vector X, en p; es decir, tal que a(0) = p y
a'(0) = X,.

En efecto, sea Y,y = (Yl (oz(t)), S (oz(t))), entonces

(DxY)(p) =Dx, ¥V = (X,(Y')..... X, (Y") =
" dat OY! " dat OY™
B (; dt o Ort |a(0)7”‘7z:: dt |o Or |a(0)> B

d(Y1oa) d(Y™e )
= (T(O), - T(O)> )

Para la generalizacion de la definicién de derivada covariante o conexién a una
variedad diferenciable M, exigiremos la existencia de un operador V que asigna a
campos de vectores X,Y un campo de vectores V xY, que satisfaga a las cuatro
propiedades precedentes, enunciadas para la conexién natural en IR". Esto es, si
designamos por X(M) el médulo de los campos de vectores diferenciables sobre M,
damos la siguiente definicion:

Definicién 5.2 Una conexién lineal V en M es una aplicacion

V:X(M) x X(M) — X(M), (X,Y)— VxY, verificando

Al-_ VX + YZ = VXZ —|—VYZ A3.— vaY = vaY
Ay— V(Y +2)=VxY +VxZ Ay— VxfY =(Xf)Y + fVxY

donde f,g € §(M) (funciones diferenciables). Vx 'Y se lee derivada covariante
de'Y con respecto a X.
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Ejemplo 5.3 Obsérvese que puede existir mas de una conexién lineal sobre una
variedad diferenciable. Y como ejemplos de existencia de conexiones lineales sobre
variedades tenemos:

1) La conexién natural D en R". Ver pagina 143.

2) La conexion V sobre una superficie M de IR?, definida a partir de la conexién
natural y el producto interior en IR®, considerando el campo de vectores normal
unitario N sobre M y definiendo

VyY =DyY — (DxY,N)N

es decir, el campo de vectores VyY estd definido descomponiendo DY en sus

Unicas componentes tangente y normal relativas al plano tangente a M. V satisface

las propiedades que caracterizan a una conexién lineal sobre M; asi el producto
., 3 . ., .

escalar y la conexién natural de IR” inducen una conexién en la supercifie M.

3) Si (U,c,o = (a1, ... ,:1;")) es una carta local en una variedad diferenciable
M; sobre el abierto U, con la estructura de variedad inducida, se puede definir una

n
s . o,
conexion lineal, poniendo, para X, Y campos de vectores sobre U | Y = g Y? 3 Z) ,
; x
a 1=1

Vyl = ZX(Yi)axi.

=1

4)  Si en una variedad M, n—dimensional, existen n campos de vectores li-
nealmente independientes X1, ..., X, (los vectores {X;(),...,X,(2)}, linealmente
independientes para todo @ € M, dicese entonces que la variedad es paralelizable),
podemos definir en M una conexion lineal poniendo, para campos de vectores X e

VY =) YX;], n
( ; ) VyY =) X(V)X.

=1

5) Toda variedad diferenciable paracompacta admite una conexién lineal.

En efecto, sea {V,, }4 un recubrimiento abierto localmente finito de M, y supon-
gamos que { fq }o €s una particién de la unidad subordinada a tal recubrimiento; es
decir, las funciones f, son funciones reales diferenciables con valores comprendidos
entre 0 y 1, tales que sop fo C V, (la clausura de los puntos donde f, no se anula
estd contenida en Vo) y >, fa = 1. S1 V® es la conexién lineal en la carta (Va, ¢a),

como en 3), ponemos
V=D faV

entonces, al tener esta suma sentido, V es una conexién lineal en M.
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5.1 Enfoque axiomatico

El enfoque de conexiones que sigue es debido a Koszul. La definicién que vamos
a dar estd justificada al comienzo de este tema y corresponde a la Definicién 5.2.
Una conexién lineal sobre M es una aplicacion

V:X(M) x X(M) — X(M), (X,Y)— VxY, verificando

—

Vx 1v(Z)=VxZ+VyZ
VX(Y + Z) = VXY + VXZ
Vix(Y) = fVxY

Vx (fY)= (XY + fVxY

e o N
e e N e

donde f € F(M) (funcién diferenciable).

Si (2! ,...,:1;") es un sistema de coordenadas en un entorno coordenado U,
{%, cee } son los campos de vectores coordenados, definimos las funciones I’fj
sobre U ( e llamaremos coeficientes de la conexién) por

r 1<i,5<n). 5.1
axzaxf Z”ax (1<4,5 <n) (5.1)

Si D es la conexién natural sobre IR" (ver pagina 143) y si X,Y € X(RR"),
entonces

DyY — Dy X = [X,Y].

Pero esto no es cierto en general. Si V es una conexion lineal sobre M, definimos
las siguiente aplicacion

T: X(M) x X(M) = (M) (X,Y) —» T(X,Y) = VxY — V- X — [X,Y]

Se ve facilmente, usando las propiedades de V y del corchete de campos de
vectores, que T es §(M)-lineal y, por tanto, define un campo de tensores de tipo
(1,2), sobre M, al que se le denomina tensor torsién.

Respecto a un sistema coordenado (U,c,o = (a1, ... ,:1;")) las componentes del
campo de tensores torsion vienen dadas por las funciones

k _ 1k k

Se deduce que V tiene torsion nula si y solo si sus coeficientes, relativos a un
sistema coordenado, son simétricos respecto de sus subindices. Es por lo que se
suele decir a veces que una conexion sin torsién (con tensor torsién nulo) es simétrica.
Aunque es preferible decir conexién sin torsién, ya que cuando los coeficientes de
una connexion con torsion nula se expresan con respecto a una referencia arbitraria
(distinta de la formada por los campos de vectores coordenados), entonces los coe-
ficientes no son simétricos en general.
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Si consideramos de nuevo la conexién natural D sobre IR" y si XY, Z € X(IR"),
se verifica

Dx(DyZ2) - Dy(DxZ) = Dix y|Z.

Pero, esto tampoco es cierto en general, por lo que si V es una conexién lineal
sobre M, definimos la siguiente aplicacion, denominada curvatura:

R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
(Z,X,)Y)= R(X,Y)Z =VxWZ-NyVxyZ — V[X Y]Z‘
Se trata de una aplicaciéon §(M)-lineal, por lo que define un campo de tensores
de tipo (1,3).

Respecto a un sistema coordenado (U,c,o = (:1;1,...,:1;")> las componentes del
campo tensorial R son

Jg 0 0 N, 0
R<axk73xe> EYS] :ZRjkéﬁa

=1

siendo ‘ ‘
; ary;  ary, - h i h i
jkt = aTk] - axgj + Z (T8 — T4 T0n) -
h=1

Para problemas locales relativos a conexiones, se pueden transformar sus propie-
dades a ciertas propiedades de formas diferenciales:

Sean V una conexién lineal sobre una variedad diferenciable M n—dimensional, U

conjunto abierto (pudiendo ser un abierto coordenado) de My {Eq, ..., E,} una base
de campos de vectores diferenciables sobre U. Consideremos el conjunto {6,...,0"}
de 1-formas diferenciables sobre U, que constituyen la base dual de {Ey, ..., E,} en

cada punto de U.
Se denominan formas de conexién a las n? 1-formas 9} sobre U asociadas a V' y
a la base {Ey,..., E,} en cada punto de U por

VyE;j =Y 6i(X)Ei. VX € X(U).

=1

Las 9} son lineales, por la propiedad 1) de la conexién V, y son diferenciables,
ya que si X € X(U), se tiene Vy F; € X(U) y asi 05(X) = 6'(Vx E;) € §(U).

Las 1-formas de conexioén 6} estan relacionadas con los coeficientes de la conexion
respecto a la base {E1, ..., E,} por 6 (E;) =T},

Los campos de tensores torsién y curvatura pueden también expresarse a través
de formas diferenciales asociadas a una base de campos de vectores {Fy,..., E,}
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sobre un abierto U: Definimos las 2—formas 0 y Q (denominadas respectivamente
forma torsién y forma curvatura) sobre U, si X,Y € X(U), por

T(X,Y) = zn: O'(X,Y)E,.

R(X,Y)E; =) QiX,Y)E,.
=1
Las formas diferenciales 9",9";, @i,Qi, estan relacionadas por las ecuaciones de

estructura de Cartan, que son equivalentes a la definicién de los tensores torsion y
curvatura. Dichas ecuaciones son (Ejercicios 149 y 150):

Aot = Z 67 A 9} + O (1* ecuacién de estructura)
=1

d9§ = Z 9"; A 92 + Q; (2% ecuacién de estructura)
k=1

5.2 Enfoque tensorial o clasico

Derivada covariante de campos de vectores

Pasamos a generalizar el concepto de derivadas parciales en espacios euclideos,
a cualquier espacio con coordenadas arbitrarias.
En una variedad M, consideremos un campo de vectores diferenciable X, que

a .
oxt’

pues bien, las funciones diferenciables que resultan al hallar las derivadas parciales

respecto a un sistema de coordenadas (U, (z!, ..., z")) se expresa por () X = X?

de las componentes del campo X respecto de cada una de las coordenadas en cada
sistema coordenado, no constituyen, en general, las componentes de un tensor de
tipo (1,1). En efecto, si (U, (z',...,2")) es otro sistema coordenado, con puntos

(1) Suprimiremos el simbolo del sumatorio, adoptando el convenio de Einstein, segun el cual, indices
en factores distintos de un mismo sumando colocados uno arriba y otro abajo, indica sumatorio en
todo el rango del indice.
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comunes con el anterior, y respecto al cual X = X — se sigue, teniendo en cuenta

la ley de transformacion relativa a este cambio de coordenadas

— ¥k
e J___
X=Xl (5.2)

que las derivadas parciales se transforman segun la relacion:

?

3?‘ _ 0 Xﬂ%" 3ik _ 0X"* o7 3ik L 0T 3ik (5.3)
T/ OxF ozt ) ox) Ok Oxt O Ox* 9zt oF
) oX!
Luego las funciones ——= 1o son las componentes de un tensor pues no cumplen
x

la ley relativa al cambio de coordenadas (ver pag. 69).

Esto mismo ocurre para cualquier campo tensorial: sus derivadas ordinarias no
son en general, las componentes de un tensor. Se presenta por tanto el problema
de ver si es posible generalizar la operacion de derivacion parcial de manera que,
aplicada a tensores, dé como resultado nuevos tensores. A esta nueva operacién le
llamaremos derivacién covariante.

La condicion que impondremos, de antemano, a esta derivacion covariante es
que respecto del producto de tensores se comporte como derwada ordinaria.

Comenzaremos con un campo de vectores X. De suley de transformacion relativa
al cambio de coordenadas (5.2), se deduce que las derivadas parciales se transforman
segtin (5.3), que no es la ley de transformacién de tensores.

Se trata de ver si es posible anadir algo lo méas sencillo posible, a las derivadas

.. 0X
ordinarias ——, para que el resultado sea un tensor.

El térmmo que se agregue puede depender de las coordenadas (z',...,z") del
punto donde esta aplicado el vector y del vector mismo, es decir de sus componentes
X¢. Por simplicidad, ensayamos el caso en que dicho término a anadir dependa
linealmente de las componentes del vector; es decir, el caso en que el término a

0X? 4 4
agregar a las derivadas parciales D07 sea de la forma I"’ijk7 donde % sean
x
funciones diferenciables en U.
La suma obtenida seré:

Las n? funciones I’y pueden ser arbitarias, con tal que X/; sean las componentes
de un tensor (en el cual el indice j serd covariante; de aqui el nombre de derivada
covariante). Para ello, su ley de transformacion debe ser

5 i afa al‘] k 0 awk afa
) ) axl afﬁ ) ) ax’Y axl
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de donde,

oX* OX'  —y —p\ O0zF oz
S HThXT = ((%a +P§ﬁxﬁ> =L

y usando (5.2) y (5.3), resulta

e L 0t o s0xi  OX 0ak 07 .y —pOxt 07O
oz’ Ozt o7% 9z’ oz? Ox! oz? 0z 0z Oxt °

(—7 Oz* 0T L, 0! 0?xk 8T5> < _¢

X —I—P'“X

I s———-T7 — 4
o ot Vor® 0z’ 9T” Ox
Expresién que tiene que ser nula para cualquier campo de vectores X (es decir,

las funciones I’fj a obtener deben servir para cualquier campo de vectores), luego
tenemos las n ecuaciones

— OzF oz~ oxd ?zk ozt
T/ == =" _T1k 4
B oz Ozt v oz + oz oz’ Oz

(B=1,...,n).

. . . =y .

De estas ecuaciones, podemos despejar las funciones I', 5, como soluciones de
este sistema lineal, cuyos coeficientes forman una matriz de determinante no nulo
(el jacobiano de la transformacién de coordenadas), obteniéndose:

— oxt Oz’ OTY 9%xk oz
T _ 1k
Pag =15 oz 978 Oz* + oz oT? Oxk”

(5.5)

Por consiguiente, si se tienen n® funciones I’fj que, mediante un cambio de coor-

denadas, se transforman segin (5.5), las expresiones de X;’;, dadas por (5.4), son las
componentes de un campo de tensores de tipo (1,1), cualquiera que sea el campo de
vectores X.

Dar una conexién en M consiste en dar n® funciones I’fj verificando (5.5), a las
que se les denomina coeficientes de la conexion.

: aX ‘
Al tensor de componentes X!, = D07 + F;ka dadas por (5.4), se le llama
’ x)

derivada covariante del campo de vectores X.

Utilizando ahora el principio relativo al comportamiento de la derivada covariante
respecto al producto, podemos ver cémo es la derivada covariante de cualquier campo
de tensores, con la misma conexién I’fj obtenida con un campo de vectores.

Comencemos viendo, dado que las derivadas parciales de una funcién si son las
componentes de un tensor, que las derivadas covariantes de una funcién coinciden
con las derivadas parciales. En efecto:

Sea f una funcién y X un campo de vectores arbitrario, el producto fX es un
campo de vectores, y su derivada covariante sera

fXY) | i Of i, JOX° L
o H U fX = S X fo A T X
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Pero, segtin el postulado admitido sobre la derivada covariante de un producto,
se tiene ‘
oX'
ozl

que comparada con la anterior, y puesto que X es arbitrario, resulta:

af

G

(FX)y = f X'+ X5 = £, X'+ f— + fT, XF,

f;j

Tratemos ahora de hallar la derivada covariante de un campo de covectores o
tensor de tipo (0,1); es decir, de una 1-forma. Se tiene la siguiente expresién para
su derivada covariante:

Siw es una l-forma, su derivada covariante es el tensor de tipo (0,2) de compo-
nentes

Ow ,
J ]
wip=——I7.w;. 5.6
73 awk k] 4 ( )
En efecto, para un campo de vectores arbitrario X consideremos la funcién defi-

nida en cada sistema coordenado por f = X'w;, es facil ver que esta funcion esta bien
definida en todo M. Su derivada covariante coincide con las derivadas ordinarias:

i a(Xiwi)
(X'wi)ik = ik

Desarrollando los dos miembros de esta igualdad resulta, teniendo en cuenta el
principio relativo a la derivada covariante del producto:

X;kwi + X Wik = a?wi + X Dk
Y segtn la expresion (5.4) de la derivada covariante de un campo de vectores,
tenemos ‘ ‘
Es decir,

. Ow .
( ;cjwi‘|‘wj;k - 6—:1:;) X'=0

y, como X es arbitrario, resulta:

El procedimiento que hemos utilizado para hallar la derivada covariante de una
1-forma, sirve para obtener la derivada covariante de cualquier tensor K. Basta
multiplicar sus componentes por componentes de campos de vectores y 1-formas en
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numero conveniente para obtener una funcion, y aplicar luego el hecho de que para
funciones, la derivada parcial ordinaria y la derivada covariante coinciden.
Asi, si K es un tensor de tipo (p, q), tomemos ¢ campos de vectores Xy,..., X,
p 1-formas #*,...,07 y la funcién:
Kite xdn o xdagl L. gP
i ]q 1 q 11 Zp .
De donde, hallando la derivada covariante (utilizando el postulado de la derivada

de un producto) y la derivada ordinaria, e igualando las relaciones obtenidas, dada
la arbitrariedad de los campos y 1-formas tomados, resultara:

ST
A,il...ip B af&ji,,.jz n Pia ]’(il"'ia—léia{—l"'ip Ph A,il...ip (5 7)
Jidgsk E ke 515, kjs g1 s 1 hjsyr-dg .

Podemos ahora relacionar el concepto de conexién dado aqui con el enfoque

axiomatico dado en el parrafo anterior:

La férmula (5.1) define los coeficientes de la conexién I’fj, los cuales estan sujetos
a la ley de transformacién (5.5).

Reciprocamente, dado un sistema de componentes I’fj para cada sistema coor-
denado (U, (a',...,2™)) en M que estén sujetos a la ley de transformacién (5.5), la
férmula (5.1), junto con las propiedades formales del comportamiento de la derivada
covariante respecto al producto, permite definir (Vi) 'Y para todo campo de vec-
tores en un entorno coordenado U. Para campos de vectores X e Y en M, definimos

el campo de vectores Vy Y sobre M poniendo

(VxV) (2) = ((Vo)x, o) (@)

donde Xy e Yy son las restricciones de X e Y al entorno U conteniendo a z; el
término de la derecha es independiente de la eleccién del entorno coordenado U que
contiene a x, como facilmente se verifica, en virtud de (5.5).

Tensores torsién y curvatura

De las relaciones (5.5) que expresan los coeficientes de una conexién sobre una
variedad M, respecto a diferentes sistemas coordenados, resulta que dichos coefi-
cientes T;k no son las componentes de un tensor de tipo (1,2); sin embargo, si es un
tensor el que tiene por componentes:

;k: ;‘k_ ;c] (5-8)
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El tensor as{ obtenido se denomina tensor torsién.

Otro tensor muy importante en una variedad con una conexion, se obtiene bus-
cando las condiciones para que las derivadas covariantes segundas sean independien-
tes del orden de derivacion.

Consideremos, por ejemplo, el campo de vectores X y el campo de tensores de
tipo (1,1) cuyas componentes son las derivadas covariantes de X, es decir, X;ik. Las
derivadas covariantes de éste seran, segin (5.7)

4 X 4
Xhe = (ak—l-T X") =

N

o2xi  ar 0XJ ox*h 0X' :
+ L X 4 T +r4h< + I X>—r2k< + I XJ).

= 0rF0zt T oxt arra Ok ozl

Anélogamente, invirtiendo el orden de derivacién, resulta

: 92Xt or 0XJ ox*h 0X' :
= + “Xurré]a —+T}, ( —|—1“4]X]>—1“24< + T XJ).

Oxtox* = Oxk ozt Ozt

Restando, miembro a miembro, resulta

i i ary; ary, i i : i
X — X = <—] o T — T4 kh) X7+ T X,

Oxt Oxk
Poniendo
i ory; ory i h i
T et T Gk L+ T} Lo =TT, (5.9)
nos queda ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Xy = Xiop = Rl X7 + Ty X (5.10)

Lo que nos permite afirmar que las n* funciones Ry, son componentes de un

campo de tensores, ya que en (5.10) tanto el primer miembro como T&X;ih son
componentes de tensores para cualquier campo de vectores X.

Al tensor de tipo (1,3) de componentes RY;, se le denomina tensor curvatura.

Si en vez de un campo de vectores X se parte de un campo de tensores arbitrario,
al hallar las derivadas covariantes cruzadas se obtiene una expresion del tipo (5.10).
Luego, podemos afirmar:

“En general, no se puede invertir el orden en la derivada covariante”.

“Para que las derivadas covariantes segundas de cualquier campo de tensores
sean independientes del orden de derivacion es necesario y suficiente que los tensores
de curvatura y de torsién sean nulos”.
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Conexién de Riemann

A partir del producto euclideo en IR?*, usando el isomorfismo Tp(IRS) ~ IR?,
podemos realizar las operaciones bésicas, como calcular la longitud de un vector
tangente o los 4ngulos entre vectores tangentes a IR>.

La teorfa de superficies en IR®, ciiéndonos a su forma clésica inspirada en los
trabajos de Gauss, quién en 1827 expuso la geometria intrinseca de una superficie
en IR® (es decir, la geometria observada por un habitante de ella), s6lo depende del
producto escalar de vectores tangentes a la superficie.

Hacia 1854, Riemann generaliza estos casos especiales e introduce la geometria
sobre una variedad arbitraria n—dimensional, para lo que es necesario definir un
producto interior en cada espacio tangente.

Bajo el impulso de la teoria de la relatividad general de Einstein (1915), una
mayor generalizacién se hace necesaria: la condicién de definido positivo del producto
interior se debilita a solamente exigir no degenerado. Para ello definimos un tensor
métrico ¢ sobre una variedad M, como un campo de tensores de tipo (0,2) sobre
M, simétrico, no degenerado y de indice constante. En otras palabras, g es una
asignacion diferenciable que a cada punto x € M le asocia un producto escalar g,
en el espacio tangente T, (M) y el indice de g, es el mismo para todo © € M. Una
variedad semi-riemanniana, a la que llamaremos simplemente espacio de Riemann,
es una variedad provista de un tensor métrico g. Como caso particular tenemos que,
si el indice v = 0, se trata de una variedad de Riemann: cada ¢, es un producto
interior (definido positivo) sobre T,(M), y si v =1y 2 < n = dim M, M es una
variedad de Lorentz.

Para definir una derivada covariante se necesita una conexion. Se trata de ver
ahora si del tensor métrico ¢ de un espacio riemanniano, se puede obtener una
conexioén que permita la operacion de derivacion covariante y a partir de ella, obtener
un tensor curvatura.

Vamos a demostrar que tal conexién se puede obtener y que ademaés se pueden
exigir las siguientes condiciones:

1) Que la conexién sea simétrica; es decir, que su tensor torsién Tjk = T;k — 2;‘
sea nulo.

2) Que la derivada covariante del tensor métrico ¢, g;j:x, obtenida mediante la
conexién buscada, sea nula.

Para ello supongamos 2) y de (5.7), expresién que da la derivada covariante de
un tensor arbitrario, resulta:

Og;
0= giji = 51 = Tiignj = Ti;in
de donde obtenemos por permutacion circular
9gij h h 99k h h ki h h
axllj = Iignj + T'g;9in 6;i = Ii9nk + Iigjn 6:1;11 = ISegni + jigen-
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Restando las dos ultimas relaciones de la primera y teniendo en cuenta la condi-
cién impuesta 1), simetria de los coeficients de la conexién, I = T, resulta:

1 (Ogjr | Ogki  Ogij
Thgen = = | =% L T
iIkh =5 (8:1;’ + dxi Oak )’

de donde, dado que el tensor métrico ¢ es no degenerado, podemos despejar los
coeficientes I obteniéndose:

1 0g; dg; dgi;
riz:§gkh( 9in | 99in _ 91), (5.11)

ozt Ozl Ozl

donde los g%/ son los coeficientes de la matriz inversa de la formada con los g;;.
Por lo que si existe una conexién que cumple las condiciones 1) y 2), ella debe
estar dada por (5.11), a la que se le denomina conexién riemanniana. Sélo queda
por probar que estas expresiones de los T;k (denominados simbolos de Christoffel
de segunda especie) son de hecho las componentes de una conexién. Para lo cual,
después de una transformacion de coordenadas debe comportarse de acuerdo con la
ley dada por las férmulas (5.5). Lo cual no tiene dificultad establecerlo, usando las
correspondientes leyes de transformacion para los coeficientes g;; y g,

Tensores deducidos del tensor curvatura por contraccién

El tensor curvatura de un espacio de Riemann es, ver (5.9)

aTy,; Oy,

i j—

TRET gt Ox*

h h i
+ %0 — Tk,

donde las componentes de la conexion I}, son ahora los simbolos de Christoffel de
segunda especie.
Por contraccion del ultimo indice del tensor curvatura se obtiene el tensor

. — ph

Por contraccion del indice intermedio, resulta el mismo tensor salvo signo. Y,
finalmente, por contracion del primer indice, resulta

, ory oary,
= Gk T op

que se comprueba facilmente que es nulo. Luego resulta que en un espacio de Rie-

mann:
“Por contracion de indices del tensor curvatura se puede obtener un soélo tensor
no nulo el cual es simétrico y que le denominamos tensor de Ricci”.
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A partir del tensor de Ricci se puede construir la funcién, denominada curvatura
escalar del espacio:
g
r=g"95;.

Otro tensor importante es el tensor gravitatorio de Einstein definido por

1
Gij = Sij = 579>

el cual es simétrico y tiene la propiedad de tener la divergencia nula, o sea

Gl =0
donde GV = ¢ gk Gyp,.
La demostracion de este hecho, fundamental en la teoria de la relatividad general
de Einstein, se lleva a cabo utilizando la llamada identidad de Bianchi, relativa a las
derivadas covariantes del tensor curvatura:

i i i _
Ripen + Rionre + Bipie = 0.

5.3 Conexiones definidas por caminos

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Los espacios vectoriales tan-
gentes T,(M) y Ty(M) en dos puntos « e y de M son isomorfos, ya que ambos son de
dimensién n, pero no candénicamente isomorfos. Ahora bien, con el fin de obtener un
isomorfimo determinado que relacione T,(M) con T, (M), es necesrio introducir una
estructura adicional sobre la variedad, que llamaremos conexién. Esta “conecta” los
espacios tangentes en diferentes puntos de la variedad. Tal conexién serd obtenida,
por ejemplo, por una aplicacién lineal no singular que lleve una base £, de T,(M)

sobre una base &, de T (M).

Sea 7 una curva diferenciable sobre M que une los puntos = e y. Necesitamos
definir un isomorfismo 7, : T (M) — Ty (M) que dependa sélo de los puntos z e y y
de la curva 7 que los une. Le exigimos ademéas las condiciones siguientes:

1) Sizesun punto de T entre x e y, entonces se requiere que Ty = Tay © Ty.
2) 7yy es el isomorfismo inveros de Tyt Ty = Tl,_yl.

Supongamos que los puntos x e y estan en un entorno coordenado U que contiene

a la curva 7. Entonces 7 puede ser representada por las ecuaciones

rt = z'(1) (0<t<1)

donde 7(0) =z y 7(1) = y.
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Tratamos de encontrar un isomorfismo 7; : Tp(M) — T, (M). Fijadas unas
bases, 7, puede ser representado por una matriz no singular A, y, si vg € T(M),
podemos escribir

Vs = AtUO € T,—(t)(l\/l)

Supongamos ahora que los elementos de Ay, considerados como funciones de ¢
son diferenciables; entonces, diferenciando la tltima ecuacion, obtenemos

vy = Atvo = <AtAt_1> vy,

y poniendo —w; en vez de la matriz <AtAt_1>, obtenemos
U't + WUy = 0.

Supongamos ahora que w depende sélo de x(t) y de &(¢). Tenemos entonces la
ecuacion diferencial

b+ w(z, i)o = 0. (5.12)

Ahora bien, un resultando estandar de la teoria de ecuaciones diferenciales linea-
les de primer orden asegura que existe una tnica solucién con la condicién inicial vy
cuando t = 0.

As{ dado un vector vy € Tp(M) da lugar a un campo de vectores a lo largo de 7.

Es necesario, no obstante, que el isomorfismo 7; sea independiente de la parame-
trizacion particular de 7; es decir, la ecuacion diferencial debe ser invariante respecto
a un cambio de pardmetro. De la forma de dicha ecuacion, esto sera posible si w(z, #)
es homogénea de grado 1 en z.

Asi vemos que un isomorfismo entre los espacios tangentes en puntos de la curva 7
se obtiene asociando a cada punto de 7 una matriz w cuyos elementos son homogeneos
de grado uno en z.

Consideremos ahora el efecto que produce sobre la expresion local de w un cam-
bio de coordenadas 7@ = T%(a!,...,2"). Requerimos que la ecuacién (5.12) sea
invariante por un tal cambio.

Tenemos (?)

= — | —v'"| = ——2'v _9°.
dt \ Ozt ox0x? Ox?
Entonces
aZEQ o foz

— %% = S - whv!

p Ox*dz? Ozt
o sea

= 2—a — v

o 07 oz ‘8:1;‘ ok 0

De donde resulta

(2)En esta Seccién, como hemos hecho en la anterior, omitiremos ocasionalmente los signos de
sumatorio.
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07’ LoTe 9T
P~ i oxi  dwidni (5:13)

Luego, una conexion esta definida a lo largo de una curva 7, relativa a un sistema

cordenado (2!,...,2"), por una matriz (w'

i). Las componentes de la matriz (@07)

que determina la misma conexién relativamente al sistema coordenado (7',...,7")
estan dadas por (5.13).

Consideraremos un caso particular, que es cuando w es lineal en z; se dice en-
tonces que w es una conexién lineal. Y que 7;: Tyy(0y(M) — T 4)(M) es el desplaza-
miento paralelo (o transporte paralelo) a lo largo de 7 desde a(0) a a(t).

Si ponemos

wh =T ", (5.14)

a las funciones I'}; se denominan coeficientes de la conexién. Y de la formula (5.13)
se deduce que la ley de transformacion de los coeficientes de la conexion respecto a
un cambio de coordenadas es

po 0770z L, gzt e
Bv0xi Ozk — TR Qpi Oz Ok

O bien

. =a 07077 021 O*T Ot
i+ = Loy 507 ouk oz T Beidnk o7 (5:15)

Para relacionar este enfoque, para el caso particular de conexiones lineales, con
el axioméatico de Koszul, bastara establecer el siguiente resultado, en el que V es la
conexion en M con coeficientes T;k cumpliendo (5.15):

“Sea Y un campo de vectores sobre una curva o en una variedad dife-
renciable n—dimensional M (a: [0,1] — M) con o(0) = = y o'(0) = X,
entonces

Vx,Y = lim % (e (Y (1) — Y(0)),

donde 7¢: To0) (M) — To)(M) es desplazamiento paralelo a lo largo de
la curva o desde o(0) a a(t).”

Para demostrar este resultado, supongamos que la curva o queda en un entorno
(U, (2, ... ,:1;")) y denotamos también por ¥ un campo de vectores sobre U ex-

tension del campo de vectores Y dado sobre a. Entonces Y = Yi%.
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T (Y(N)=Z(0)
Y(h)=2(h) h Z

YO)

Fig. 5.1: Transporte paralelo

Fijando un h, sea Z el campo de vectores paralelo a lo largo de «, tal que
Z(0) = T,l_l(Ya(h)), se tiene entonces que Z(h) = Y,(p). Ponemos

0

2(t) =215 ja(t)’

La caracterizacién de ser Z paralelo es, segtin (5.12) y teniendo en cuenta (5.14)

de( ) k - da?
ry Z't)—(t) =
ez S <o,
verificando Z¥(h) = Yk (oz(h)) (k=1,...,n).
Aplicando el teorema del valor medio, existird para cada k = 1,...,n, un £ ¢
10, A[, tal que
dzk
z*(h) - 24(0) = h—(f(k))
Como
lim — (77 (Yany) = Ya(o)) = lim = (Z*(0) — Y*(0)) 9
hoo b VAT =(0) —0h 0% |a(0)

resulta para cada componente

(2400 -1 ) - 1)) -

o

1 k k
= (24(0) - YH(0)) =

= L - 74(0)) - Loew) -

(YH(h) = YH(0)) + T (a¢™) 2 (5('“)) (5(’“))
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Cuando h — 0 (que asocia diferentes Z para cada h) resulta:

1

lim 3 (7 ' (Yany) = Ya(oy) =
_ (det“) (0) + T <a<o>>w<o>c%]<0>> z%m«» = (VoY) (0).

Con lo queda probado el resultado enunciado.

5.4 Enfoque por fibrados

Distribucién horizontal en T(M)

Si T(M) es el espacio fibrado tangente sobre una variedad diferenciables M de
dimensioén n, cada espacio vectorial T, (M) (con la estructura diferenciable canénica)
es una subvariedad regular n—dimensional de T(M), al ser la proyeccién candnica
7n: T(M) — M submersién.

Un vector tangente a T(M) en un punto v € T(M) se dice que es vertical si es
tangente a la subvariedad Tr(,)(M).

Denotaremos por V, el conjunto de vectores verticales en v € T(M). Existe una
caracterizacion de vectores verticales a través de la aplicacion my:

W € X(T(M)) es vertical <= m (W) =0.

Para todo A € IR—{0}, consideremos el difeomorfismo A: T(M) — T(M) definido
por A(v) = Av. A la correspondiente aplicaciéon inducida también la denotaremos

por A, esto es A\: T,(T(M)) — Th,(T(M)).

Dada una conexién lineal V sobre M, nos permitira asignar a cada v € T,(M) un
subespacio vectorial H, de T,(T(M)) de dimensién n, al cual llamaremos subespacio
horizontal pues no va a contener vectores verticales salvo el vector nulo. Dichos
subespacios deberan tener las siguientes propiedades:

1) T,(T(M)) = H, &V,
2) MH,)=Hy, (A€ R-{0})
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T(M) / S \

Fig. 5.2: Distribucién horizontal en T'(M)

3) H:vw H, es una distribucién diferenciable.

Para definir H,, procedemos de la siguiente forma: Escojamos un punto (vector
en ) v € T(M) y supongamos que tenemos un campo de vectores ¥ € X(M) tal que

Y,=v v WY =0, Yu € Tp(M).

Recordemos que Y se interpreta como una aplicaciéon Y : M — T(M) diferencia-
ble. Consideremos su aplicacién inducida en @, Y, : T, (M) — T,(T(M)); ponemos:

H, = Y.(T,(M).

Demostremos que se trata de un subespacio vectorial de dimensién n de T,(T(M)),

que es independiente de la eleccion del campo de vectores Y y que tiene las propie-
dades requeridas 1), 2) y 3).

Para ello, elegimos una carta (U,c,o = (a',... ,:1;")) de M alrededor de x € M
y sea <(7,<E = (3,... ,52")> la correspondiente carta inducida en T(T'(M)). Un

n
0 )
campo de vectores Y sobre M, que en U se expresa por Y = E Yka—k, satisface
x
=1
las condiciones requeridas si y sélo si

k n
%Yi (2)+ ) Th@@Y/(x) =0, Y*a)=o" (ik=1,....n)
T
j=1
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siendo I’fj los coeficientes de la conexion V relativos a la carta (U, o= (at, ... ,:1;"))

yuv= Z k;? (es decir, vF = 7" (v)).

kJil . . .
Es claro que podemos escoger un campo de vectores satisfaciendo estas condi-
ciones. Entonces

0 0 N & 0 0 N 0
— )= = — Tk
Y (8:1;’ |1:> o’ |v + b1 Ox? |z oxntk |v 07! |v Z ’ Pl](x) oxntk |v‘

7,k=1

Estos vectores (que no dependen de la eleccién de V') forman una base para H,,
que es entonces un subespacio de dimensién n de T, (T(M)).

Los campos de vectores en 7~ 1(U), definidos por

0 - k ~n+j 0
Ei= o = ‘;l(r”ow)x e (5.16)
JR=

forman una base en cada punto de los subespacios H,.

1) La aplicacién inducida 7, : T,(T(M)) — T,(M) es suprayectiva, y verifica
7«(Hy) = Tp(M); por tanto, como dim H, = dim T;(M), es inyectiva sobre H,; asi, el
tnico vector de H, que tiene imagen nula por 7, es el nulo; por lo que H,NY, = {0}.

Y entonces T,(T(M)) = H, & V,.

2) La aplicacion A: Ty, (T(M)) — T, (TM)), verifica A(E;), ) = Ei|,. Luego

MH,) = H,.

3) La distribuciéon H : v — H, es diferenciable ya que estd generada por los
campos de vectores diferenciables F;.

El subespacio H, de T,(T(M)) asi obtenido se dice que es horizontal. Un vector
perteneciente al subespacio H, se dice que es horizontal. Todo campo de vectores
sobre T(M) cuyos representantes son vectores horizontales se denomina campo de
vectores horizontal. A la distribucion H se le denomina distribucién horizontal sobre
T(M) o bien se dice que H es una conexién en el fibrado tangente T'(M).

Se tiene el siguiente resultado facil de probar que relaciona la integrabilidad de
la distribucién horizontal con la curvatura de la conexién que la determinas:

“Sea V es una conexion lineal sobre una variedad M y Fq, ..., E, los campos de
vectores sobre una carta inducida en T(M) definidos por (5.16) mas arriba. Entonces
si V tiene curvatura nula se verifica que

[E,E;)=0. (i,j=1,....n)
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(Es decir, la distribucion horizontal es integrable).”

Conexién en M determinada por una distribucién horizontal en T(M)

Veamos ahora el reciproco de la construccién anterior; es decir, si tenemos una
conexion en T'(M) dada por un distribucién H, verificando:

1) T,(T(M)=H, DV,
2) MNH,) = Hxy, YA e R— {0}
3) H:vw— H, es diferenciable,

entonces podemos dar una conexién en M (segin la definicién de Koszul); es decir,
dar una aplicaciéon V : (M) x X(M) — X(M) verificando, VX,Y,Z € X(M) y
VfeF(M):

1) VX+YZ:VXZ+VYZ
2) VX(Y—I—Z):VXY—FVXZ
3) vaY = fVXY

4) VXfY = (Xf)Y + fVXY.

Dada una conexién H sobre T(M), usaremos la descomposicién en suma directa
T,(T(M)) = H, & V,, para definir la componente horizontal hZ y la componente
vertical vZ de un vector Z € T,(T(M)).

Identificando el tangente al espacio vectorial T,,(M) en v con el propio Tx(M), es
decir,

Vo = Ty(Tp (M) = T, (M),

vZ sera considerado un elemento de T, (M).

La condicién (2) para H es equivalente a la ecuacion A(hZ) = h(A(Z) oa AN(vZ) =
v(A(Z)). Esta tltima, de acuerdo con la identificacién hecha, viene a ser

vIMZ) =A-vZ (5.17)

Consideremos ahora un campo de vectores sobre M, Y: M — T(M), y un vector

X, € T,;(M). Definimos
Vi ¥ = v(Yi(X,) € Th(M)

Es claro que V verifica las tres primeras propiedades de conexion. Para establecer
la dltima, sea f € §(M), entonces
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donde Y, € T,(M) lo identificamos con el tangente a T,(M) en f(x)Y,, es decir,
Y, € T(p)y, (T (M)). Para probar esta formula aplicamos la regla del producto para
las derivadas: Si a: I — M es una curva tal que o(0) = 2 y o/(0) = X, entonces

d d

(fY)(a(t) = %tzo(f(a(t))Y(a(t))) = Xo(f)Ye + fla) (Yi(Xo)).

(X =

Si tomamos ahora la componente vertical en ambos miembros de (5.18) y usando

(5.17), resulta
V((FY)u(X0)) = v (f(2)(Ya (X)) + Xa(f)Ya.

Vy, (FY) = f(2)Vy, ¥ + XY

As{ V es una conexién en M (segtin Koszul).

Esta conexiéon V en M determinada por la distribucion H : v — H, en T(M),
da lugar a esta misma distribucion si emprendemos la construccién reciproca. En
efecto, si designamos por H! C T,(T(M)) los espacios horizontales determinandos
por la conexién V recién obtenida, resulta que H, = Y, (Tx(M)), siendo Y € X(M),
tal que

Y,=v y VuY =0, Vue T,(M).

Pero VY = vY,(u) = 0, Yu € T,(M) implica que Y, (u) € H,, Yu € T,(M). Luego
H, =Y.(T,(M) = H,.

Distribucién horizontal en L(M)

Si M es una variedad diferenciable n—dimensional, consideremos el conjunto
L(M) = {p = (x;€1,.. .,en)/x eEMy {er,...,e,} es una base de Tx(l\/l)},

y sea w: L(M) — M la aplicacion proyeccién, definida por m(x;eq,...,e,) = .
Si (U, o= (at, ... ,:1;")) es un sistema coordenado sobre M, sea el sistema coor-
denado en L(M) ((7,(}5 = (a',....7" 24, .. 5")), donde ponemos U = Y U) y

’'n
o~ i 2 . .
$: U — R""™ homomorfismo coordenado con funciones coordenadas definidas
para p = (z;€1,...,¢€,) € U por

%i(p)z(i’ow)(p)zxi(w) (t=1,...,n)
¢ :Z”f;(p)a‘zi . (Gj=1,...,n).

No tiene dificultad probar que si {(Uqy, ¢o)/a € A} es un atlas para la estructura
diferenciable de M, entonces {(Uqs,@q)/c € A} permite definir una estructura de
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variedad diferenciable sobre L(M). A la que llamaremos fibrado de referencias lineales
sobre M.
Consideremos ahora las siguientes aplicaciones:
1) Si GL(n,IR) es el grupo lineal general, la aplicacién
¢: L(M)x GL(n,IR) — L(M)

n n

(p=(x;01,...,00),a) +— qb(p,a):pa:(x;Zaivi,..., aflvi).

i=1 1=1
es diferenciable, e induce sendas aplicaciones diferencianbles
¢q: L(M) — L(M), R, = ¢,: GL(n,IR) — L(M)

p = pa a — pa

La aplicacion R,, aqui definida se denominada traslacién a la derecha.
2) Sea ahora, para cada abierto coordenado U de M, la aplicacién

suy:U — L(M)

0 0
r SU(x):(x’a?M'”’a:z:—"u)'

También sy es diferenciable y wo sy = 1y (identidad en U). A sy le denomi-
namos seccion local candnica o campo de referencias basico, ya que sy asigna a cada
punto del entorno coordenado U la referencia en ese punto determinada por los
campos de vectores basicos.

3) Finalmente si U es un abierto coordenado de M, consideramos la aplicacién

h:UxGL(n,R) — U=n"YU)
(x,a) +—— h(x,a)=sy(x)a.

hy es un difeomorfismo, el cual permite asignar coordenadas a los elementos de
7~ (U). Asilareferencia canénica tiene las coordenadas de (z, €), e matriz identidad
en GL(n, IR).

El conjunto de todas las referencias lineales en un punto * € M, =~ 1(2) = L,,
es una subvariedad regular de L(M) de dimension n?, a la que denominamos fibra
sobre x, y es difeomorfa a GL(n, IR) a través de la aplicacién

hy : GL(n,IR) — 77_1(:1;) =L,
a +— sy(x)a.
Un campo de vectores Z € X(L(M)) que queda tangente a cada L) (Z, €

Tp(Lyp))), es decir, tal que m4(Z,) = 0, se dice que es vertical. Denotaremos por V,
el conjunto de vectores verticales en p € L(M).

Sea V una conexion sobre M, vamos ahora a definir a partir de ella una dis-
tribuciéon H : p — H, en el fibrado de referencias lineales L(M), verificando las
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siguientes propiedades:

1) T,(L(M))=H, &V,
2) (Ra)«(Hp) = Hpa
3) H:p+— H, es una distribucién diferenciable.

Para definir H, procedemos de la siguiente forma: Escojamos un punto (refe-
rencia en ) p € L(M), p = (x;v1,...,v,) vy supongamos que tenemos un campo de
referencias (una seccién) s: M — L(M), s = (Y3,...,Y,), {¥1,...,Y,} son campos
de vectores diferenciables que forman una base del espacio tangente a M en cada
punto, tal que

s(x) =p y Vus =0, Vu € Tp(M)

donde Vi s denota (Vi Y1,..., Vi, Y,,). Es claro que podemos escoger un campo de
referencias satisfaciendo estas condiciones. Ponemos

H, = s,(To(M)).

Demostremos que se trata de un subespacio vectorial de dimensién n de T,,(L(M)),
que es independiente de la eleccion del campo de referencias s elegida y que tiene
las propiedades requeridas 1),2) y 3).

Para ello elegimos una carta (U,c,o = (a',... ,:1;")) en M alrededor de z € M y
sea la correspondiente carta inducida en L(M) ((7, g=(a,....a" 7, ... ,%z» Un
campo de referencias s = (Y7,...,Y),) sobre M, que en U se expresa por

Z éaw (t=1,....n)

satisface las condiciones requeridas si sélo si

8Yk kv k k .
8:1;’ —I—ZT Y/ () =0, Y/ (x) = vy (i,k,0=1,...,n)

siendo I’fj los coeficientes de la conexiéon V relativos a la carta (U, Y =

n
y vp = g Vi 5 g O decir, v/ = 2/ (p).
k=1
Los teoremas relativos a ecuaciones diferenciales permiten escoger un campo de

Il
—~
=

—
=
3
~—
S’

referencias satisfaciendo a estas condiciones. Entonces

o \_ 9 ) ) y
*(axi|x>_$|p+ dx' Ozf |, 8:1; Ip ZF i

k=1 G ke Top

Estos vectores (que no dependen de la eleccién de s) forman una base de H,, el
cual es, entonces, un subespacio vectorial de T,,(L(M)) de dimensién n.
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Los campos de vectores en U= 7~ YU), definidos por

o I . D |
Ei:@_ Z (R‘j”ﬂ%@ (ZZl,...,TL)
7.k, =1

forman una base para cada subespacio H,.

1) La aplicacién wy : Tp(L(M)) — T;(M) es sobreyectiva y se verifica 7, (H,) =
Tp(M). Asi, si w € H, NV, usando un campo de referencias s que permita definir
H,, resulta que existe v € T(M) tal que s,(v) = w. Como ademés w € V,, se tiene
me(w) = 0. Luego me(w) = me(s4(v)) = v = 0. Por lo que w = s,(v) = 0. Es decir,
H, no contiene vectores verticales salvo el nulo. Por lo que

T,(L(M)) = H, & V,.

2) Sea a € GL(n, IR), probemos que (Ry)«(Hp) = Hpq.
Si s es un campo de referencia que define Hy,, resulta que (sa), (Tx(l\/l» = H,,.

Pues si @ = (a%), s = (Y,...,Y,) vy sa = (ZaiYi,...,Zalei), al verificarse

J

=1 =1
Vus = (VuYr, ..., VuYs,) = 0, se tiene
Vu(sa)= (Vu(Y_aiYi),...,Vu(D)_ab¥) = (Y af(VuYi),..., > ah(VuYi)) =0.
=1 =1 =1 =1

En consecuencia
(Ra)s(Hp) = (Ra)s(5:(Te(M)) = (50)4(To(M)) = Hpa.

3) La distribucién H : p — Hp es diferenciable, ya que estd generada por los
campos de vectores diferenciables F;.

El subespacio H, de T),(L(M)) se dice que es horizontal. A los elementos de H,
se les denomina vectores horizontales. Un campo de vectores sobre L(M) cuyos re-
presentantes en cada punto son vectores horizontales se denomina campo de vectores
horizontal. A la distribucién H se le denomina distribucién horizontal sobre L(M) o
se dice que H es una conexién en el fibrado de las referencias lineales L(M ).

Transporte paralelo deducido por una distribucién horizontal en L(M)

Veamos ahora el reciproco de la construccién anterior; es decir, si tenemos una
conexion en L(M) dada por un distribucién H, verificando:
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1) T,(L(M)) = H, &V,
2) (Rq)+(Hp) = Hpq Ya € GL(n,IR)
3) H:pw H, es diferenciable.

Entonces podemos definir el transporte paralelo en M, y por tanto dar una
conexion en M (segin la definicién de Koszul), como se hizo en la Seccién 5.3:

De la propiedad (1) de H, es decir, de T,(L(M)) = H, &V, y del hecho de que V,
es el ntcleo de m, : T, (L(M)) = Tr(,)(M), se sigue claramente que 7, : Hp, — Ty, (M)
es un isomorfismo para cada p € L(M). Consecuentemente, para todo campo de
vectores X sobre M, existe un tinico campo de vectores X sobre L(M) horizontal y
que se proyecta en X, esto es )/fp €EH,y F*()?p) = X(p), VP € L(M). A este campo
de vectores X le llamaremos levantamiento horizontal de X.

Una curva diferenciable v: [0,1] — L(M) se denomina horizontal si sus vectores
tangentes v/(¢) son horizontales. Si «: [0,1] — M es una curva diferenciable en M,
definimos el levantamiento horizontal de o a una curva horizontal &: [0,1] — L(M)
que se proyecta en «, es decir, tal que 7+ a = a.

Teniéndose la existencia del levantamiento horizontal de campos de vectores, se
puede dar el concepto de levantamiento de curvas por una via natural. Asi si o es
una curva en M con campo de vectores tangente T, extendemos T a un campo de
vectores diferenciable a un entorno U de un trozo de curva que no se corte a si misma.
Levantamos T a un campo de vectores horizontal T sobre 7~ U), y tomamos la
curva integral de f, para obtener el levantamiento horizontal de a.

La justificacién de la definicién de transporte paralelo en L(M) relativo a la
conexiéon H que vamos a dar, la encontramos en la construccion que hemos hecho
de una conexién en L(M) a partir de una conexién V en M y del transporte paralelo
asociado a ésta. A saber:

StV es una conexion sobre M, entonces por integracion de las ecuaciones

diferenciales ordinarias (ver Seccion 5.3, (5.12),(5.14))

dY'* " da?
E:p’?yl__— k=1,...
dt YT dt 0 ( oot

t,7=1

podemos transportar el espacio tangente a lo largo de curvas en M. Si

p = (v;5€1,...,en) € L(M) (refererencia en x) y o es una curva en
M con o(0) = x, entonces por transporte paralelo definimos una curva
diferenciable

t—a(t) = (a(t); Ei(1),. .., Enlt))

en L(M), donde cada E; es el transporte paralelo de e; = E;(0) a lo largo
de a. Y como se verifica que V 1E; = 0, Vi € {1,...,n} resulta que
a'(t) € Hg(yy, es decir, @ es una curva horizontal.

Lo ultimamente expuesto justifica la siguiente definicion:
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Sea Loy = 7 '(a(t)) es la fibra sobre a(t), es decir, el conjunto de todas las
referencias lineales de T4 (M). Definimos

Tt3La(0) — La(t)
p — 7(p)=a(t)

donde @ es el levantamiento horizontal de o, con @(0) = p. Decimos que la aplicacién
7¢ es el transporte paralelo a lo largo de a.

Es claro que 7y e R, = R, ° 74, pues R, ¢ @ es también un levantamiento horizontal
por la condicién (2) de H.

Veamos que este desplazamiento paralelo en L(M) pemite definir el transporte
paralelo en M.

Toda referencia en un punto @ € M, p = (z;e1,...,e,) € L(M), determina un
isomorfismo

PR = Try(M) £ > e
=1

se trata de la aplicacién que cada n—upla de nimeros reales le asigna el vector que
tiene esos numeros reales como componentes respecto a la referencia p.
Es facil demostrar que

pa(€&) = plaf) V¢ e IR",Ya € GL(n,IR),

donde el producto a{, de una matriz de orden n por un elemento de IR", es definido
de la forma usual.

Sia:[0,1] - M es una curva en My v € T,(M), sea a: [0,1] — L(M) el
levantamiento horizontal de o« con valor inicial @(0) = p. El vector v se expresa
de forma tnica respecto a la referencia p, es decir, existe un tnico £ € IR" tal que
p(€) = v. Definimos entonces el transporte paralelo en M sobre la curva «, como la
aplicaciéon (que también denotamos por 7¢)

Tt @ Tx(M) — Ta(t)(M)

v mi(v) = at)(f)

esto es, a cada vector v € T,;(M) de componentes £ respecto a la referencia p, se le
asocia el vector en T, (4 (M) cuyas componentes respecto a la referencia a(t) son &.
Para ver que esta aplicacion estd bien definida, es decir, que no depende del le-
vantamiento horizontal de a tomado, consideremos otra referencia en T, (M) distinta
de p; serd de la forma ¢ = pa, donde a € GL(n, IR) es la matriz cambio de base. El
levantamiento de a partiendo de ¢ serd entonces R, a: [0,1] — L(M). Por lo que

v = (&) = plala™€)) = pa(a™"€) = Gla™'6).

Asi la definicién de 74 con respecto a R, a da

ri(v) = (Ry»8)(#)(a€) = a(H)a(a™€) = () (a(a™1€)) = a(1)(€).
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La aplicacién 7¢: Tp (M) — Ty (4)(M) es un isomorfismo entre espacios vectoriales.
Ya que si tomamos la referencia p de forma que ﬁ((l,(), o ,0)) = v (es decir, p

es la referencia con primer vector v), resulta que 7¢(v) = a(t) ((1,0, o ,O)); esto
es T¢(v) es también el primer vector de la referencia a(t) en To4)(M). Se ve que

72 Te(M) = Ty 4y(M) lleva una base de T (M) en una base de Ty, (1) (M).

Ya tenemos, por tanto, definido a partir de una conexién H en L(M) el transporte
paralelo en M. Supongamos ahora que H esta definida por una derivada covariante
V en M, este transporte paralelo dado por H coincide con el que determina V.

En efecto, si a es una curva en M, consideremos la curva a en L(M) (levanta-
miento horizontal) tal que mea = «a y a'(t) es horizontal. Por definicién de H a
partir de V, esto significa que para algun u € T,(M) = T4 (M), tenemos

a'(t) = se(u), con V,s=0,

de hecho u = 7, (s4(u)) = mse (@'(t)) = /(). Con lo que Va/(t)s = 0. Lo que quiere
decir que los campos de vectores que forman el campo de referencias s son paralelos
a lo largo de o con respecto a la conexiéon V original. Por consiguiente, el transporte
paralelo definido con respecto a la conexion H es el mismo que el transporte paralelo
dado por V. Esto implica que las derivadas covariantes son las mismas.

En la Seccién 5.3 vimos la siguiente expresion, que define la derivada covariante
de campos de vectores en M en funcién del transporte paralelo:

N
VY = lim (7 (Yaen) = Ya) -

Distribucién horizontal en T(M) determinada por una distribucién
horizontal en L(M)

Expondremos a continuacion otra manera de definir la conexién en T'(M) a partir
de la conexién en L(M).

Supongamos dada una conexién H en L(M), veamos que define una distribucién
y s6lo una K : v — K, sobre T'(M) tal que

T,(T(M) =K, ®V,  VoeT(M)

Para definir K,, en un punto dado vo € T(M), sea xo = w(vg) la proyeccién
sobre My p, € L, C L(M) una referencia en el punto xg. Existe un tnico &, € IR"
que representa las componentes de vy respecto a po, es decir, po(&o) = vo. Fijado &,
determina una aplicacion

hﬁo: L(M) — T(M) D hﬁo(p) = ﬁ(fO)
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esto es, heg,(p) es el vector en w(p) con componentes &, respecto a la referencia p.
definimos

I(UO = (hﬁo)* (HPO)

Veamos que este subespacio no depende de la eleccion de pg sobre L, . En efecto,
si qo es otra referencia en xo, go = poa para a € GL(n, IR), existe un dnico ng € IR"
tal que ¢o(no) = vo. Entonces

po(&o) =vo = Go(no) = poa(no) = pola™" no) = no = alo,

asi, para todo p

ho(p) = Blino) = plado) = pa=' (&) = hey(pa™") = (he, = Ro=1)(p),

luego
(hno)*(qu) = (h€0 ORa_l)*((Ra)*HPO) = (hﬁo)*(Hpo)'

La aplicacién (he, ). restringida a Hp, es inyectiva. Pues si Z,, € H,, tal que
(heo)s(Zp,) = 0, resulta si denotamos momentaneamente por 7y : T(M) — M
y por w, : L(M) — M las respectivas proyecciones candnicas, se tiene entonces
(7e)x o (Re)s ) (Zpo) = (7r)4(Zp) = 0. Es decir que también Z,, € Vp,. Y como,
por la propiedad (1) de H, V,, N H,, = {0}, concluimos que Z,, = 0, de donde la
inyectividad.

Luego dim K,, = dim H,, = dim M. También se tiene que V,, N K,, = {0},
en efecto, si Yy, € V,, N Iy, se tiene que (7¢)+(Yy,) = 0y IW,, € H,, tal que
(heo)s(Wpy) = Yuy, de donde se deduce que (m oh50>*(WpO) = (7 )«(Wy,) = 0; asi
Wy, € Hp, N Vy,, por lo que tiene que ser Wy, = 0y, por tanto, (he,)«(Wp,) =
Y,, = 0. Concluimos que

TUO(T(M)) = I(UO @ VUO

Demostremos ahora que
A (Kyy) = Kxpgs VA e IR - {0}

En virtud de la definicién del subespacio K, , esto es equivalente a establecer

que Ao hgy = hag,, pero (Ao he,)(p) = Ap(&o) = p(Ao) = heo(p)-

Finalmente, la distribucion K : v — K, es diferencible, ya que estd generada

por los campos de vectores diferenciables inducidos por los campos que gereran la
distribucién diferenciable H : p — H, en L(M).

Concluimos que dada una conexién en L(M) por una distribucién H : p — H,,
ella determina una tnica conexién en T'(M), dada por la distribucién K : v — K.
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Formas de conexién en L(M)

Existe una interpretacién de conexién en L(M) en términos de formas diferen-
ciales globales, que vamos a esbozar a continuacion.

Necesitamos primeramente establecer el siguiente resultado:
Si el fibrado de referencias lineales L(M) sobre una variedad M tiene una
conexion H, entonces es paralelizable; es decir, existen n+n? campos de
vectores diferenciables sobre L(M) que forman en cada punto una base
de su espacio tangente.

Para definir tales campos de vectores empezaremos defininiendo n? campos de
vectores verticales (para lo cual no se necesita conexién alguna sobre L(M)) de la
forma siguiente:

Definimos lo que vamos a llamar campos de vectores fundamentales sobre L(M),
a través de la aplicacion

o gl(n,R) — X(L(M)) A o(A) = A"

Para definir el campo de vectores A*, identificamos gl(n, R) = T.(GL(n, IR)), ya
que GL(n,IR) es una subvariedad abierta del conjunto de todas las matrices n x n
con coeficientes reales gl(n, IR).

Un elemento A € gl(n, IR) se interpreta como un campo de vectores en GL(n, IR),
cuyo representante en cada punto a € GL(n,IR) es (Ly)«(A), que es la imagen de
A € T.(GL(n, IR)) mediante la aplicacién inducida de L, : GL(n,IR) — GL(n, R),
b— L,(b) = ab (traslacién a la izquierda en el grupo GL(n, IR)).

Sea la curva integral de A en GL(n,IR) pasando por el elemento unidad e:

a: R — GL(n, R), a(t) = exptA.
Esto permite definir en L(M) un grupo uniparamétrico de transformaciones
Y: IR x L(M) — L(M) (t,p) — pexptA.

Su correspondiente campo de vectores asociado va a ser, por definicién, o(A4) =
A* y recibe el nombre de campo de vectores fundamental. Su representante en cada
punto p € L(M) es el vector tangente a la curva ¢t — pexptA en t = 0. Como estas
curvas, para cada p, quedan siempre en la fibra 771(p), resulta que el campo A* es
vertical.

Lao: gl(n,IR) — X(L(M), asi definida es un homomorfismo de algebra inyectivo.
En efecto:

Observemos que Ay = (¢;),(A¢) siendo ¢, la aplicacion definida en la pagina 165
de este Tema, con lo que se tiene la linealidad de o.
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Demostremos que o conserva el corchete. Primeramente, demostremos que si A €
al(n, R), (Ra)*A;;a—l = (a_lAa)]’;. Esto es asi, pues basta observar que R, ¢ ¢, ,-1 =
®p°Ja—1, siendo

R,: L(M) — L(M) ¢p: GL(n,IR) — L(M) Ja: GL(n,R) — GL(n,IR)

p— pa b +— pb b—s aba™!

Tomando aplicaciones inducidas en el elemento neutro e € GL(n, IR)
(Ra)s(Apa=1) = (Rao dpa-1)+(A) = (6 ja-1)+(A) = (a7 Aa);.
Si A, B € gl(n, IR) se tiene

[A*,B*] — SA* B* = lim (Qbexp —tA)*B — B _

t—0 t

(Rexpta)-1)+B* — B* r ((exp tA)B(exp tA)_1>* — B*

= lim — lim _
t—0 t t—0 #
-1 _ * ) B .
— lim <(6XP tA)B(exp tA) B) _ <1im (Jexpia)sB B) _
t—0 t t—0 t
ReX _10L6X *B_B * ReX —1 *B—B *
= <lim( (exp t4) piA) ) — <1im (Riexpray-1) ) (4.8
t—0 t t—0 1

Finalmente, para probar la inyectividad, supongamos que A} = 0, entonces la
curva t — pexptA se reduce al punto p, es decir, pexptA = p, Vt € IR, luego
exptA =e, Vt € IR. Con lo que A = 0.

Si ahora tomamos la base candnica {Eg}i7j:17...7n en gl(n, R), donde cada Ef es
la matriz con coeficientes nulos, excepto el que ocupa la entrada (z,7), que vale 1.
Los correspondientes campos de vectores fundamentales (E!)* forman un conjunto
de n? campos de vectores independientes definidos globalmente en L(M).

Tratamos ahora de buscar los n campos de vectores que nos faltan. Ahora si
necesitamos utilizar la conexién H dada en L(M). Definimos la siguiente aplicacién

B: R" — X(L(M)) £ — B(&)
siendo B(§), = }3{(\5); es decir, el inico vector horizontal en T},(L(A)) que se proyecta

sobre el vector p({) € Tr(,)(M), vector en 2 = 7(p) que tiene componentes & respecto
n

a la referencia p = (x;v1,...,v,): p(§) = Zf’vl
=1
Si & # 0, entonces B(¢{), # 0, Vp € L(M). Pues si B({), = 0, para algin p,
entonces p(§) = m, (B(f)p> = 0; y como p: IR" — T(,)(M) es un isomorfismo lineal,
resulta £ = 0.
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Los campos de vectores horizontales {By,...,B,} correspondientes a la base
natural {ey,...,e,} de IR", son pues linealmente independientes.

Concluimos entonces, dada una conexiéon H en L(M) y puesto que {Bj} k=1, n
son horizontales y los {(Eg)*}i7j:17,..7n son verticales, que { By, (Eg)*}i,j,kzl,...,n son
linealmente independientes en todo punto p € L(M).

Ya estamos en condiciones de poder dar una definiciéon de conexién en L(M)
en términos de l1-formas diferenciables. Consideremos la base dual {Gk,w;} de

{B*, (Ef)*} en el sentido que
0" (B:) = & 6 ((E])") =0

wi(Bi) =0  wi((E])")=4l4;.

Si Z € X(L(M)), se descompone en forma unica, por la propiedad (1) de H

en la suma de un campo vertical y otro horizontal, Z = vZ 4+ hZ, entonces vZ =
n

Z w;(Z)(Ef)* As{ dada una conexién H en L(M) podemos definir la proyeccién
i,j=1

vertical de campos de vectores y por tanto conocer las wj sobre cualquier campo de
7

vectores sobre L(M). A las 1-formas w;

tiene el siguiente resultado:

se les denomina 1-formas de conexién, y se

13w%ﬂﬁ=ﬁ% (wf (A) = A}, VA€ gl(n,R))
2) wi((Ra)sZ)= Y (a™")jwi(Z)ap VZ € T,(L(M)),Ya € GL(n,IR).

k=1
3") w; son diferenciables.

Este resultado nos permite dar otra definicién de conexién en L(M), en la manera
siguiente:

Dar una conexién en el fibrado de las referencias lineales L(M) consiste en n?

1-formas w}, cumpliendo las tres propiedades 17), 2") y 3’) anteriores.

Para probar (2’) es suficiente verificarla para vectores verticales, es decir, de la

forma Ay = o(4), A € gl(n, IR). Esto es, w} <(Ra)*A;a_1> = Z (a_l)ﬁwf(A;)a};.
k=1
Como (Ra)*A;;a_1 = (a_lAa)]’; (pagina 173), se sigue que

& ((Ra)o(A,-1)) = (a7 da);) = (a™" da)i =

7

= > (a7 Y)iAfap = Y (a7 )jwi(Ap)aj.
k=1

k=1
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3’) Las w} son diferenciables. Como los campos de vectores verticales y hori-
zontales generan el conjunto de todos los campos de vectores sobre L(M) (péagina
172) sélo basta ver que las w} aplicadas a campos de verticales y horizontales dan
funciones diferenciables.

Para campos de vectores horizontales es claro, por ser w} nulas sobre ellos, y

también para campos de vectores verticales, pues basta tomar campos de la forma

o(A) = A*.

Veamos ahora que si tenemos una conexién en L(M) definida por n? 1-formas
de conexién, verificando:

V) wf(4) = 4f, vAcgln )

2) w; (Ry)«Z) = Z (a_l)ﬁwf(Z)a;C VZ € T,(L(M)),Va € GL(n, IR).
k=1
3") w} son diferenciables.

podemos definir la conexién en L(M) en términos de la distribuciéon H : p — Hp,
verificando:

1) Tp(L(M)) =H, &V,

2) (Ra)s(Hp) = Hpa
3) H:p+— H, es una distribucién diferenciable.

Para ello definimos
Hy, ={Z, € T,(L(M))/wi(Z,) = 0,Vi,j € {1,...,n}}

1) Si Z, € V,, entonces w}(Zp) # 0, para algin i,7 € {1,...,n}, asi pues
Z, ¢ H,,. Por consiguiente, V, N H, = {0}.

Si Z, € T,(L(M)) es un vector cualquiera, sea A; = w'(Zp,). Entonces, si A =
= Zp

— A* resulta

Wt
. ) . J

3 M (3 * _ (3 M M M
(A}), se tiene wi(Ay) = A%, Por consiguiente, poniendo, W), s

wi(Wp) = w’:(Zp) — w;(A;;) =0.

J J

con lo que Z, = A7+ W, con A7 €V, y Wp € H,, concluimos que

T,(L(M)) =V, & H,.

2) Si Z, € H,, resulta w} ((Ra)«(Z))) = Z (a_l)ﬁwf(Zp)a;C = 0, lo que quiere
k=1
decir que (Ry)«(Z,) € Hpq; asi pues

(Ra)«Hp = Hpa.
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3) Para probar que H : p — H,, s diferenciable, sean Z,..., Zy4n2 campos de
vectores que generan T),(L(M)) para todo ¢ en un entorno de p, y {E/}; j=1.... » base
de gl(n, IR), pongamos _ ‘

Zi=Z; —wi(Z:)(E})*.

Los campos de vectores Z; son claramente horizontales y generan la distribucion
H en un entorno de p.

Torsién y curvatura en L(M)

Vamos a introducir ahora los conceptos de torsion y curvatura en términos de la
conexion en L(M).

Consideremos las 1-formas 6' sobre L(M), definidas en la pagina 174, denomi-
nadas formas candnicas sobre L(M), y que verifican:

ﬁ_l(ﬂ'*Xp) = Z 9;(Xp)ei,
=1

donde {eq,...,e,} es la base candénica en IR".

Si tenemos una conexién H en L(M) y si w!

. J )
definimos las 1-formas de torsion ©' y de curvatura {2} por

son sus l-formas de conexién,

Gi(vaYp) = (dei)(thv hY})
Q;‘(Xpayp) = (dw;‘)(tha hYp)
Se tiene entonces las ecuaciones de estructura:

o'+ wi Aot = 0O
k=1

"
dw; + z:(,u,’C ANwj = Q;
k=1

Para establecer estas ecuaciones, nos bastara demostrar que para dos campos de
vectores cualesquiera X e Y sobre L(M), se tiene

7

9" (X,Y) + % D (WX (Y) —wi (V)6 (X)) = ©/(X,Y)
Ao (X ) 4 5 37 (X (V) — el (V) (X)) = Q4(X, 1)
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Como X(L(M)) esta localmente generado por los campos de vectores basicos y
fundamentales (pégina 172), es suficiente verificar ésta férmulas para estos campos
particulares.

La primera ecuacién la verificaremos considerando los tres casos siguientes:

1. X = A*Y = B*. Entonces, como é' es nula sobre campos de vectores
verticales

249" (A%, B*) = A*(¢'(B")) — B*(¢"(A")) = 0'([A", B"]) = —0'([A, B]") = 0,

los restantes sumandos del primer miembro son igualmente nulos. Y en lo que
respecta al segundo miembro, tenemos

O'(A*, B*) = d#'(hA*,hB*) = d#'(0,0) = 0.

2. X = A*)Y = B({). Necesitamos establecer primero que [A*, B(£)] = B(A¢),
en efecto
Rex tA)—1 *B — B
(A% B()] = £.40 B(E) = lim Doty BEO Z BE)

t—0 t

o Bllespt)) —BlO) (hm %>

t—0 t

B(A).

t—0

Utilizando este hecho, los diferenteres sumando de la féormula quedan

249" (A", B(¢)) = A0"(B(€)) — B(€)#'(A") — 0'([4", B(¢)]) =

= A"(¢') = B(O)(0) — #'(B(A)) = —(49)" = = ) Ape*
(HADFBO) — (B (A7) = 2 Aie!

O'(A", B(¢)) = df' (hA",hB(€)) = d6'(0, B(€)) =

3. Findlmente, en caso de que X = B({),Y = B(n), como las w} son nulas

sobre campos horizontales, del primer miembro sélo queda dé*(B(£), B(n)), pero

d6°(B(€). B(n)) = d6'(hB(&). hB(n)) = O'(B(¢), B(n)).

Para la segunda férmula y andlogamente a la demostracion de la primera, es
suficiente considerar los tres casos siguientes: ‘ ‘

1. X,,Y, € Hy. En este caso la forma es inmediata pues w}(X,) = wj(Y}) = 0,
y hX, =X,,hY, =Y.

2. X,,Y, €V, Existen A, B € gl(n, R) tales que A} = X, B} =Y}, y se tiene

2dw'(A%, BY) = A (B*) — Biwi(A*) — wi([A*, B*],) = —wi([A, B]})

Variedades diferenciables. Angel Montesdeoca. La Laguna, 1997




178 5 Diferentes enfoques de conexiones lineales

n n

(wi (A3 (B2) — wi(B)wh(A2) =Y (ALBY — BiAb) =
k=1 k=1

QUX,Y) = Qi(A}, BY) = dwi(hA}, hB}) = 0.

3. X, €V,,Y, € H,. SeaY un campo de vectores horizontal prolongacion de
Yy vy £ € IR" tal que B({), = Y,. Por otro lado existe A € gl(n, IR) tal que A} = X,.
Ast:

2dwi( Xy, Vy) = Awi(Y) — Ypwi(A®) — wi([A%,Y],) = —wi(B(A),) = 0,

los restantes sumandos del primer término son todos nulos. Y en cuanto al segundo
término, tenemos:

04(X,,Y,) = dwi(hX,, hY}) = dw’(0,Y,) = 0.

Queda asi probada la 22 ecuacién de estructura.

Vamos ahora a relacionar las formas de torsién ©' y las formas de curvatura
Q; con los tensores torsién y curvatura relativos al conexion de Koszul V en M
determinada por las formas de conexion w} sobre L(M).

Definimos en M el campo de tensores torsiéon (o simplemente torsién) Ty el
campo de tensores curvatura (o simplemente curvatura) R, poniendo:

T(X,,Y) =2 O/(X,,Y,)u

=1

R(X,,Y2)Z: = 2p((Q5(X,.Y,)) (57 (Z.)))

donde X,,Y,,Z, € To(M), p = (x;uy,...,u,) referencia en =, X,,Y, € T,(L(M))
tales que m.(X,) = Xu, 7 (Y ,) = Yy, y la matriz Q; (X,,Y,) € gl(n, IR) actua sobre
p~'(Z:) € R" de la manera usual.

Estas definiciones no depende de la eleccién de p, X, e Y,. En efecto,

Si reemplazamos X , por fp, tal que 7. (X,) = X,, entonces X, — X , es vertical,
asi
®i(7p - ypv?p) - dei(h(yp - Yp)7 h?p) - dGi(O, h?p) = 0;

similarmente, Y, puede ser reemplazado por Y, con m.(Y,) = Y, sin que cambie el
valor de T'(X,,Y,).

Si cambiamos p por ¢ = pa (a € GL(n,IR)), podemos elegir (R,).(X,) ¥
(Ry)«(Y ) como nuevos vectores en T,(L(M)) que se proyectan en X, e Y, res-
pectivamente, y tenemos
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n
A lo largo de estas igualdades hemos hecho la sustituciéon Rf6" = Z a} 6’. Esto
=1
es asi pues de

n n

(W) = Y 8 (Wy)b(ei) T (Ra)sWp) = Y 6 (Ra) W) pales),

i=1 =1
resulta, al ser m, ((Rq)«W,) = 7(W,), que

n n

D0 Wy)ples) = 36 ((Ra)aWy) Bla™"e:),
es decir . .
Do (Wy)e; = Y6 (Ra)u W) (a=e,
de donde

7

(Ra6')(Z,) = ) ai#(Z,).

J=1

Similarmente, para la curvatura vemos que la definiciéon no depende de la eleccion
de X, e Y,. Ademas si cambiamos p por ¢ = pa, resulta:

(BT (Ra).T) (71(20) ) = pal (a7 0K, T pa) (50 (20)) ) =
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Veamos que estos tensores T'y R definidos aqui coinciden con los definidos ya
para una conexién V en M. Es decir, se tiene, para X,Y,Z € X(M):

T(X,Y) = VyY — Wy X — [X,Y] (5.19)

R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ - Vix y|Z (5.20)

Para la demostracion de estas relaciones tenemos que establecer previamente el
siguiente resultado:

(VxY)( ZX (91 ) (5.21)

donde X, Y € X(M), )/i\', Y son levantamientos horizontales a L(M), 6" las 1-formas
canénicas en L(M) y p = (2;u1,...,uy) una referencia en z.
Para establecer esta férmula, sea o una curva en M con «(0) = 2 y o/(0) = X,,

y sea & el levantamiento horizontal de o a L(M) con a(0) = p y tal que a’(0) = X,,.
Recordando la definicién del transporte paralelo, escogiendo £ € IR™ tal que

a(1)(€) = Yay 6 87(1?)_1(Ya(t)) =<

tenemos

Consecuentemente,

Luego tenemos

— 1

=5 <1in% % (a(t) (Yan) — ﬁ‘l(YH))
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n n

=3 (1 (FP1@0) ~ #0) ) s = 3y (61)) s

=1 =1

Con lo que queda demostrada la férmula (5.21)

Para el tensor torsién tenemos entonces:

7

> (K (0()) = T (61(X) = 0(X.T],)) wo= (V) (o) = (Vy X) () = [X. V](2)

=1
ya que W*()/f,?]p) =[X,Y],.

Para probar la segunda igualdad (5.20), relativa al tensor curvatura, la 2* ecua-
cién de estructura da

205(X,, V) =205 (X, V) = X, (w0 (V) = T (@) (X) —wi([X, V],) =—wi([X, V],).

J

Si ponemos la componente vertical de [)?, 1/}] igual a

v[)?,f/]p = A} A e gl(n,IR),

P

entonces obtenemos

204(X,,Y,) = —A!

J

asi, resulta por una parte que
R(X,, )2, = 5 (255, D)5 20)) = 5 (- A0/ (Zy)es) = — A6 (Z,)u,

Por otro lado utilizando las tres relaciones siguientes

Vy Z = zn: Y, (9%2)) "
=1

6 (VxZ) =6, | V(0 2)a; =i?p (#2)) o3a;) = 7, (6'(2)) 8

se tlene
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Vx, W2 -Vy,VxZ - Vix y),Z =

= Y VXYL ((2))ui = A (0'(Z)ui =
= 2 (}E%;(e (Z)(pexptA) — 9’(2)@))) wi =

= 5| Y. —A6Z)e = Y A6 |
t,j=1 t,j=1

Formas de conexién en L(M) definidas por I’fj

Veamos finalmente como dadas las componentes de una conexion lineal I’fj de-
finen una conexién en el fibrado L(M) de referencias lineales sobre M.

Para es fin consideremos las coordenadas locales en L(M) inducidas por las coor-
denadas locales en M. Sea (U, (z',...,2")) un sistema coordenado en M. Todo ele-
mento p = (x;u1,...,u,) € L(M), que es una referencioa en = = w(p), puede
expresarse por

& 0 & 0
N ~k oy 9 ~k, 5 9

Si I’fj son los coeficientes de la conexion en U, definimos las 1-formas de conexion

w} en 7~ H(U) C L(M) por

Wi =Y T | AT+ ) (Theom)T5da" (5.22)
k=1 ht=1
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donde, en cada p, la matriz no singular (%"7 (p)) tiene matriz inversa, que denotamos
por (y;(p)) = (¥}(p)) "

Cada una de las w} es una l-forma sobre L(M) determinada independientemente
de la eleccién de coordenadas, las cuales definen una conexién en L(M).

Resumen de conexiones lineales

Hemos definido una conexion lineal en una variedad M de varias formas equiva-
lentes, que resumimos a continuacién:

Definicion aziomdtica (Koszul). Mediante un operador
V:X(M) x X(M) = X(M), (X,Y)— VyY, verificando

Ay~ VX_|_YZZVXZ—|—VYz As.— VfXY:fVXY
Ay— Vx (Y +2)=VxY +VxZ Ay— VxfY = (XY + fVyY

donde f,g € §(M) (funciones diferenciables).

Definicion cldsica. Dando los coeficientes I’fj en cada entorno coordenado
(U, (2,...,2™)) en M.
Los cuales estdn sujetos a la ley de transformacién (5.5), en la interseccién con

otro entorno coordenado (U, (z!,...,7")):

— & Ozt Ox) 9T <~ 0%xF oz
r'. = E rk. -7 E el
o o, oz o7d 0xk - L= oz 0z Ot

En vez de los coeficientes I’fj, podemos dar las conexion por 1-formas 6} definidas
en cada entorno coordenado U, por

7 (s ) =Tl

enfoque conocido como de Cartan (ver pag. 147).

Definicion por transporte paralelo. Dando un isomorfismo 7., entre los
espacios tangentes en T (M) y Ty(M) que depende sélo de los puntos x e y y de la
curva 7 que les une verificando:

1. Tgy = Toy ° Tz, Para z un punto en 7 entre x e y.
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2. Tyg = Tl,_yl.
Verificando ademas que, si w; = —AtAt_l, donde A; es la matriz asociada a
7t Tp(M) — T, (M) respecto a base fijadas, w¢(x, @) es lineal en &.

Definicion mediante una distribucién horizontal en T(M). Dando en cada
v del fibrado tangente T(M) un subespacio H, complementario del tangente a las
fibras, verificandose

T,(T(M)) =H, BV,
2) MNH,)=Hx, YA e R— {0}
H :v— H, es diferenciable.

Definicion mediante una distribucion horizontal en L(M). Dando en cada
p del fibrado de las referencias lineales L(M) un subespacio H, complementario del
tangente a las fibras, verificandose:

1) T,(L(M))=H, &V,
2) (Ra)«(Hp) = Hpa
3) H:p+— H, es una distribucién diferenciable.

@ Definicion mediante formas de conexion en L(M). Mediante un conjunto
de 1-formas w} definidas globalmente en el fibrado de las referencias lineales L(M),
verificando:

V) wf(A) = Af, VA€ glin. IR).

2) wi((Ra)sZ)= Y (a")iwf(Z)a} VYZ e T,(L(M)),Yae GL(n,IR).

3") w} son diferenciables.
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CONEXIONE

Ti(vo) = vy ﬂ
) . i Enfoque aziom
k Tk dip! =0

3] Transporte paralelo vt z_: i 010
L Vx4 yZ ="
7t To(M) = T, (M) isomorfismo (Secci6n 5.3, (5.12), (5.14)) V(¥ + Z) =
Tox = Ty Toy  Tyo = Toy > VfXY =

o =X, (pag. 158)

o~ L~

(VyY) (z) = ZXp(el(Y))ui

x¢ curva en M o

pt = Ty levant. a L(M)

mi(v) = Fi(€), € = po(v)
(pag. 167)

#* formas candnicas en L(M)
X,? levant. de X,Y
p=(x5u1,...,up)

(pag. 180)

Hy

5]

Distribucion horizontal en L(M)

H:p— H, C T,(L(M)) diferenciable
Tp,(L(M)) = H, & V)

Vs =0 VYu € Tp(M)

H, = Y (T:(M))

Y(z)=wv
VY =0Vu € Ty(N
(pag. 160)
5 (To(M) J Distribucion
s(v) =p

H:v— H, C

(Ra)«(Hp) = Hpa
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EJERCICIOS

1. Sea el conjunto M = {(x,y) € IRZ/J?Z +y* =1y U {(0,y) € IRZ/l <y <2}
La funcién ¢ : M — IR, definida por

(0,5) — 1—s 1<s<2
sen2mws, cos2ws) +— S 0<s<1
( ;

es una carta que determina una estructura diferenciable en M.

2. Demostrar que si 2l es un atlas diferenciable sobre M, entonces es diferenciable
el atlas 2 que contiene justamente aquellas cartas cuyo cambio de cartas con
cada carta de 2y es diferenciable.

3. Sobre la circunferencia unidad S* = {(z,y) € IRZ/:JC2 +y? = 1}, se considera la
estructura diferenciable dada por las dos cartas cuyos homeomorfismos coor-
denados son las proyecciones estereograficas desde los puntos (0,1) y (0,—1)
sobre el eje OX. Demostrar que esta estructura diferenciable coincide con la
dada en el Ejemplo 1.16, para n = 1.

4. (a) Se considera en el conjunto M = IRU {p} la topologia tal que IR C M sea
un abierto y los entornos de p sean los conjuntos (U — {0}) U {p}, donde
U es un entorno de 0 € IR. Demostrar que M es localmente euclideo pero
no Hausdorff.

(b) En el conjunto E = Ey U E; C IR?, donde
Bo={(e.0) R}z e R} y Fy={(r1)eR/cc R},
definimos una relacién de equivalencia ~ por

(,0) ~ (¥,0) = z=y
(z,1) ~ (y,1) = z=y
(2,0) ~ (y,1) <= x=y<0.

Demostrar que conjunto cociente M = E/ ~ no es separado y, sin embargo,
sobre M se puede definir una estructura diferenciable, tomando las dos
cartas siguientes:

187
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FEjercicios

10.

11.

12.

13.

Uy ={[(x,0)]/z € R}, ¢1([(2,0)]) =
Uz = {[(x,0)]/z < 0} U{[(y,1)]/y > 0}, @2([(x,0)]) = 2, 2((y,1)]) = v.

Demostrar la afirmaciéon 3 de la pagina 9; es decir, “una variedad diferenciable
es conexa si y solo si es conexa por arcos’.

Demuéstrese que toda variedad diferenciable posee un atlas diferenciable nu-
merable.

Probar que si M es una variedad diferenciable y A es un conjunto numerable
cualquiera, entoces M x A puede ser dotado de una estructura de variedad
diferenciable.

Probar que sobre la circunferencia S = IR/Z, conjunto cociente de IR médulo
un numero entero, se define una estructura diferenciable por el atlas cuyas car-
tas estan definidas por los abiertos U que son imégenes mediante la proyeccién,
de intervalos abiertos en IR de longitud 1/2, que no contienen a las clases defi-
nidas por los puntos = 1/4 y 3/4 y por los abiertos V' imégenes mediante la
proyeccion de intervalos abiertos de longitud 1/2 que no contienen a las clases
definidas por = 0y 1/2 y cuyas funciones coordenadas

u:[x] = sen2rx, v |x] = cos2ma,

definidas, respectivamente, en U y V.

Sea §1 v §2 dos atlas diferenciables sobre un espacio topoldgico M. Probar que
$1 v §2 son equivalentes si y sélo si definen el mismo conjunto de funciones
diferenciables.

Sea (x!,...,2™) un sistema de coordenadas locales definidas en un entorno de

un punto @ de una variedad diferenciable M y sea (y',...,y™) funciones dife-
renciables en un entorno de x. Demostrar que para que (yl, ..., y™) constitu-

yan un sistema de coordenadas locales alrededor de x, es necesario y suficiente
13
4 sea no nulo.
xJ

que m = n y que el Jacobiano de (

Sea IR la variedad de los ntimeros reales con la estructura usual ¢ : IR — IR,
t — @(t) =ty en el abierto | — 1,1] consideramos la estructura inducida.
Entonces son difeomorfismos las aplicaciones:

f:]-L1—=R g ]—L,1[—= R

tHf(t):1—tt2 t— g(t) =tag (5t)

w3

Demostrar que es un difeomorfismo la aplicacién F: IR* — IR* definida por
F((z,y)) = (ve! +y e’ —y), V(z,y) € R".

Sea la aplicacién F: S* — P3(IR) tal que F(x) es la clase determinada por
z € §% en Py(IR). Demostrar que F es difeomorfismo local.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sea M una variedad diferenciable y F': N — M un homeomorfismo. Demués-
trese que N posee una tnica estructura de variedad diferenciable tal que F sea
un difeomorfismo.

Sean
F:IR* - R’ G: R > R
(z,y) — (2? — 2y, 42®y?) (z,y) = (®y +y°, v —2y°, ye")
Caleular 1) Fuju2) ¥ Gujoyy  2) Gajooy(4 57 — 55)-

Sea v, vector tangente a IR* (v, € T,(IR*)) para el que v = (2,-1,3) ¥y
p = (2,0,—1). Calcular la derivada direccional v,(f), donde f: IR*> — IR, en

los siguientes casos:

W) flrge)=g'e ) fe) =aT ) fes) = ¢ cosy

Si M = f71({0}) es la hipersuperficie definida por f: IR"*' — IR, entonces
T, (M) es isomorfo a

i (T (M) = {v c Tx(IR""H)/(grad Fle-v= o}

donde i: M — IR™"! es la inclusién.

Si f v g son funciones reales diferenciables definidas en una variedad M. Probar
que para todo = € M, se tiene

d(f‘l'g)x :dfx‘l‘dgx d(fg)x :f(l‘)dgl, —|—g($>dfl,

Sea f una funcion diferenciable en un abierto A de una variedad diferenciable
M de dimensién n, y sea p € A. Supongamos que (df), # 0. Demostrar que

existe un sistema de coordenadas locales (y',...,y") alrededor de p tal que
y'(p) =0 (i=12,....n) y f=Ffp) +y"
Sean f!,..., f" funciones diferenciables definidas en un abierto A de una va-

riedad diferenciable M de dimension n y p € A. Demostrar que el conjunto de
formas {(df!),,...,(df"),} C T, (M) es linealmente independiente si y sélo si
(f',....f™) es un sistema de coordenadas locales alrededor del punto p.

Sea F': M — N una submersion entre variedades diferenciables, probar que:
a) Un vector v € T,;(M) es tangente a la fibra F~!(F(x)) siy sélo si Fy(v) = 0.
b) Una aplicacién G: N — P es diferenciable si y s6lo si G+ F es diferenciable.

Demostrar que no es una inmersion la aplicacién
F:R— IR, tes F(t) = (t2, ).

Demostrar que la aplicacién F: IR — IR* dada por t — (2 — 1,#> —t) no es
inyectiva pero define una inmersién de R en IR*.
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24.

25.

26.
27.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

Sobre el subconjunto M = (IR x {0}) U (IR x {1}) de IR? se da la estructura

diferenciable definida por las dos cartas

vo: R x {0} = R e1: Rx{l} - R
(5,0) = s (5,1) > s

y se definen las aplicaciones

F:R—M f*M—=R

{5533223’,8 s R0 F(5.0) = f(s.1) =5, s€R

Demostrar que f es una inmersion y que fo F es diferenciable, pero F no es
diferenciable.

Si F: M — N es una inmersién y G: M — P es una aplicaciéon diferenciable,
demostrar que H: M — N x P, definida por H(z) = <F($>,G($>>, r € M, es

una inmersion.
Demostrar que la composicion de inmersiones es una inmersion.

Consideremos las proyeciones candnicas en la variedad producto M x N, 7y :
MxN-—Mym: MxN— Nyuna variedad P. Demostrar que v»: P — M x N
es diferenciable si y sélo si 7y e y w2 09 son diferenciables.

Sea F: R"™ — {0} — S”, definida por F(z) = r%r. Probar que tiene rango n.

||l

Consideremos la aplicacién F: R?> — IR® dada por la transformacién ortogonal

0

0
0 0 1

S

Il

|
|
T

la cual induce una aplicacién (denotada por la misma letra) F: S* — S2.

Demostar que ésta es diferenciable.
Se considera la aplicacién F: IR* — R’ dada por (z!, 22, 2°) — (z'2?, 22, 2°).
Encontrar el rango de la restriccion Fig= de F a S? en cada punto de SZ.

Sea la aplicacion
F: R - R (x,y,z) —> (xcosz —ysenz, xsenz + ycosz, z)

Demostrar que Fjg= tiene valores en S? y que la aplicacién inducida de S? sobre
si mismo es un difeomorfismo.

Sea F: IR* — IR® definida por (z,y) — (22, zy,y). Encontrar el rango de F
en cada punto p € IR?.

En S = {:1; = (:1;1, . ,:1;"+1) € 1R"+1/(:1:1)2 + -+ (:1?"""1)2 = 1} considera-
mos la estructura diferenciable definida por un atlas constituido por 2(n + 1)
cartas (U, ;) (a=1,...,n+1):
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34.

35.

36.

37.

38.

Ua:{xES"/xa>0} wolz) = (2, .. 2%, ... 2"Th
Uatnsr = {2 €™ [2 <0} gapnin(e) = (a1, 20, amH)

donde " indica que esa componente se suprime.

Probar, usando este atlas en S™ y el atlas identidad en IR™™', que la in-
clusién natural i : S” — IR""! es de rango n en todo punto de S (ie.,
Vo € S™, dim iy (x)(T,(S™)) = n).

Sea M una subvariedad de dimensién m de IR", (y',...,y™) un sistema de
coordenadas locales de M alrededor del punto p y (z',...,2") el sistema de
coordenadas estandar en IR". Se considera la composicién h* = 2% ¢ donde
i: M — IR" es la inclusién natural. Demostrar que la ecuacién del espacio
tangente de M en p viene dado por las ecuaciones:

Z’”  On* 4
k _ .k ? _ . ?
r =z (p)—I_Z:l/\ayz(p)? (k_1727"'7n7 /\ EIR)

Consideremos en el conjunto de puntos M de la curva plana de ecuaciéon
paramétrica x = t2,y = t°, la estructura diferenciable para la cual

¢: M= R, (2, 8%) > t

es una carta, y en IR la estructura diferenciable canénica. Demostrar que la
inclucién 7: M — IR? es diferenciable, pero (M,7) no es una subvariedad de

IR.

Consideremos la variedad producto M x N de dos variedades diferenciables

M y N. Demostrar que para todo punto (p,q) € M x N el espacio tangente
T(pﬂ)(l\/l x N) se identifica con T,,(M) & T,(N).

Sea ¢ una aplicacién diferenciable de la variedad producto M x N en otra
variedad P. Establecer que la aplicacién lineal ¢, en (p,q) € M x N se puede
expresar como sigue:

Si w € T, (M x N) corresponde a (u,v) € T,(M) @ T,(N) (Ejercicio 36),

entonces
¢x(w) = 0¢1(u) + 0¢2(v)
donde 0¢; y 0o son, respectivamente, las aplicaciones inducidas por

1§M—>P ¢23N—>P
p1(x) = o(x,q), YreM P2(y) = o(p,y), Yy €N

El grafo I'r de una aplicacion diferenciable F': M — N entre variedades es el
conjunto

Tp = {(:zi,y) € M x N/y:F(:z;)}
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Demostrar que I'p es una variedad diferenciable y que el espacio tangente

Ty, (Tr) CTe(M) x T,(N) es el grafo de la aplicacion lineal Fi(z):
Tiayp(Tr) = { (v, 0) € To(M) x Ty(N) /w0 = Fi(0) }

Sea M = § — {(0,0,1),(0,0,~1)} v N = {(2,5,2) € B*/a? 44> =1} (la
esfera sin los dos polos y el cilindro circular recto, respectivamente). Conside-
remos la aplicacién F: M — N que asigna a un punto p € M el punto F(p) € N
donde intersecta la recta que pasa por p y corta al eje OZ ortogonalmente.
Demostrar que F' es diferenciable.

Supongamos que la funcién f: M — IR tiene rango 1 en todo punto de f~!(a)
(a € f(M)). Demostrar que un vector v € T,(M) es tangente a la subvariedad
f~Y(a) en el punto x € f~!(a) siy sélo si v(f) = 0.

El conjunto S(n, IR) de las matrices reales simétricas de orden n, es una sub-
variedad inmersa en gl(n, R) de dimensién n(n + 1)/2.

Demostrar que el conjunto M de todas las matrices reales simétricas de orden
2 con valores propios distintos es un subconjunto abierto de S(2, IR)

S(n, R) la subvariedad de gl(n, IR) formada por las matrices reales simétricas
de orden n (Ejercicio 41). S*(n,IR) el conjunto de las matrices simétricas
tal que la forma cuadrédtica asociada sea definida positiva. Establecer que
ST (n,IR) es un abierto en S(n,R) y que la aplicacién A — A% es un difeo-
morfismo de ST (n, IR) en s{ mismo.

El grupo ortogonal O(n) = {X € GL(n,IR)/'X = X'} es una subvariedad

de dimensién n(n —1)/2 de R".

Demostrar que las aplicaciones f,¢: R* — IR definidas por
f(:z;,y,z)::z;2+y2—|—22—1 g(l’,y,Z):l'—l-y—Z—l

determinan estructuras de variedad diferenciable sobre f~1(0) y ¢71(0), res-

pectivamente.

Demostrar que la aplicacion F = (f,g): IR?> — IR? determina una estructura

diferenciable sobre F~1(0,0).
Demostrar que la aplicacién F: R* — IR* definida por

Flr.y,2) = (2> — ¢y’ + 222 —2yz — 1, 20+ y — 2)

determina sobre F~1(0,0) una estructura de variedad diferenciable.
Sea M :{(:zj,an_l, co.,a1,a9) € 1R"+1/:1;" F a2V airFag = O}.
Demostrar que M es una subvariedad de IR"*! difeomorfa a IR".

Demostrar que los vectores unitarios tangentes a la esfera S? es una variedad
diferenciable de dimensién 3. (ver Ejemplo 1.85)

Demostrar que la ecuacién (:1;2 +y? 22+ 3)2 — 16(:1;2 + yz) = (0 define una
variedad diferenciable de dimensiéon 2.
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49.

50.

ol.

52.

53.

o4.

55.

56.

o7.

58.

Dada f: IR> — IR definida por f(z,y) = y* —y?+(1/4)22, jnos permite definir
una estructura difenciable sobre el conjunto f~!(a)?.

Demostrar que M = {(:zj,y,z) € IRS/:I:3 + o+ 23— 22y = 1} puede ser do-
tado de estructura de variedad diferenciable de dimensién 2.

Sea A una matriz de orden n simétrica y b € IR — {0}; entonces la superficie
de segundo orden M = {:L' € IRn/tl'Al' = b} es una subvariedad de dimension
n—1de IR".

Probar que el subconjunto
M= {(:zj,y,z) € 1R3/:Jc2 — P42 —2yz=1; 20 —y+=2 :O}

de IR®, admite una estructura de variedad diferenciable de dimensién 1.

Sea f: IR* = IR; f(x,y) = 2> + 2y +y> + 1. ;Para qué puntos p = (0,0),
p = (1/3,1/3), p = (—=1/3,—1/3) permite f dar una estructura de variedad
diferenciable sobre f~1(f(p))?

Consideremos la aplicacién bilineal g: R" x IR™ — 9M,, ,(IR), definida por
¢yt S
! ¢y

Probar que el par (M, »(IR), 3) es el producto tensorial de IR" y IR™.

Si E es un espacio vectorial real n—dimensional, demostar que la aplicacion

bilineal : IR" x E — " E definida por
((fl,...,fn),v> — (fl,...,fn) Qv = (flv,...,fnv)

es un producto tensorial.

(€5 &™), (™)) =

Supongamos que u € F'y v € F, elementos de los espacios vectoriales reales
tales que u @ v # 0, probar que

u@v=u @v siysdlosi u = \u, v = A"t (A e R —{0})

Sean los espacios vectoriales sobre IR: IR?, IR?, (IRZ)*, yS(IRZ, 1R3). Se veri-
fica:

R?®® (R*)* ~ £(IR*, IR?)
(Con lo que podemos identificar los elementos del producto tensorial R ®
(IR*)* con las matrices reales de orden 2 x 3).

Sean a;; v b;; las componentes de dos tensores covariantes. Si a;jz'z! =
bj;z'z?, para valores arbitrarios de =¥, probar:

1) aij + aji = bij + bji.

2) Si ademas los tensores dados son simétricos, entonces a;; = b;;.
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59

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

Sean a'’ las componentes de un tensor contravariante simétrico y b;; las compo-
nentes de un tensor covariante antisimétrico, ambos sobre un espacio vectorial
de real de dimension dos. Calcular a*/b;;.

Si a;; v b;; son las componentes de dos tensores covariantes simétricos, tales
J J ”
que
aijbre — aicbjr + a;pbie — arebi; =0,
probar que a;; = Ab;;, para A € IR.
Si a;; son las componentes de un tensor antisimétrico y A\* son las componentes
de un vector, probar entonces que a;; \*AY = 0; reciprocamente, s1 a;; A*A\? =0
9 7 ’ ? J
para cualquier vector de componentes \', establecer que a;; son las componen-
tes de un tensor antisimétrico.

Sia;jA' A7 es un escalar invariante para A* componentes de un vector arbitrario,
demostrar que a;; + a;; son las componentes de un tensor; si a;; es simétrico
en sus indices, entonces a;; son las componentes de un tensor de tipo (0,2).

Si afj/\’/ﬂl/k es un escalar invariante para arbitrarios valores de \', y' y v,
k

]
Sea T = 0' @ 62 —36% @ 0 + 62 @ 62, siendo {91,92} la base dual de la base
{e1,e2} de un espacio vectorial E. Hallar la expresién de T en la base dual de

la base {e; + e3,2¢1 4 3eq }.

Si T es un tensor de tipo (2,2) sobre un espacio vectorial E, demostrar que el

demostrar que af; son las componentes de un tensor de tipo (1,2).

escalar Z T]Zf es independiente de la base elegida para determinarlo.
1<i,j<n

Si A es un tensor de tipo (1,1) sobre un espacio vectorial E y se satiface

t Ak __ g1
demostrar que det (A;) = HA;H =1lo HA;H = —1, en este caso HA; + 5;” = 0.
Si la dimensién de E es impar y HA;H = 1, entonces HA"] - 5;” = 0.

Si A es un tensor covariante simétrico de orden 2 y v un vector. Probar que
A =006 v=0si se verifica:

Aijve + Ajrvi + Agivy =0
Para que un conjunto de n{"t1D+6+2) nameros

SR PR
A‘71""7s-|-2

) 1
correspondiente a cada base de "1 E sean las componentes de un tensor de

s+2
tipo (r+1,s+2), es condicién necesaria y suficiente que para o',... a" € E*,
v1,...vs € E arbitrarios, los niimeros
[GANALIE! I N NP
Ile"'jsjs+1js-|—2 1 US all alr

sean las componentes de un tensor de tipo (1,2).
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69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.
76.

Sea v un vector en IR?. Se asocia a cada base de IR? los ntimeros v! = v2

1 siendo (v',v?) las componentes de v respecto a dicha base. ;Son
(v',9?) las componentes de un vector en IR*?

yﬁzzv

Sea E un espacio vectorial real de dimension finita y g un producto interior en
E;estoes, g € ®g E ~ £,(E x E, IR) simétrico y definido positivo: g(u,v) >0
v g(v,0)=0&0v=0.

a) Demostrar que es un isomorfismo la aplicacién ¢: E — E* definida por
(¢(w)(v) = g(u,v),  Yu,ve B
b) Demostrar que es un producto interior en E* la aplicacién

G: E*x E* - R definida por g(w,w’) = g(qb_l(w),qb_l(w’)) Yw,w' € E*.

¢) Sea {ey,....e,} una base ortonormal de E con respecto a g y {6',...,0"}
su base dual en E*. Demostrar que {6',... 6"} es ortonormal con respecto a
gJ.

En un espacio vectorial real E, de dimensén n, interesa saber si los n® nimeros
Kikj, tales que verifican que KikjL” son las componentes de un vector de F para
cualquier tensor L € K~ E, son las componentes de un tensor de tipo (1,2) o
no.

Tenemos un tensor A de tipo (0,4) que satisface

Aijre = —Ajie = —Aijor Aijre + Aike; + Aiejr =0

Demostar: 1) Aijre = Akeij
2) Si A(u,v,u,v) =0 para todo u,v € E, entonces A = 0.
Sean E un espacio vectorial real de dimension n, {ey,...,e,} una base de E,

{0',...,6"} su base dual en E* y a un tensor de tipo (0,2). Probar:
a) a= Z oz((ei,ej)>9i @ §7
ij=1
b) Si{ui,...,un} es otra base de E, oz((ei,ej)> = a;;, oz((ui,Uj)> = by

;ei. Calcular b;; en funcion de los a;;.

Si vy,...,v, son elementos de un espacio vectorial E:

UJ‘ZC

vi A---Avp # 0 <= {v1,...,v,} son linealmente independientes

Encontrar la condiciéon necesaria y suficiente para que a'’ sea de la forma u'v7.

Si a;; = —aj; y b = b, probar que

((S,Z(Sé + (Sé(Si)aU =0 ai]‘bij =0
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77,

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

Sea n una p—forma sobre E (espacio vectorial de dimensién n sobre IR) i.e. una
aplicacion multilineal alternada. Se define el producto interior de n por v € E,
y se denota por ¢,n, como la (p — 1)—forma definida por

(ton)(v2,...,vp) =n(v,09,...,0p) Vvg,...,vp € E
1) Demostar que si a es una n—forma no nula, es un isomorfismo la aplicacién

fa: E— /\n_lE* v fo(v) = Lo

2) Toda (n — 1)—forma 3 es descomponible (i.e., 3 es el producto de (n — 1)
1-formas).

Sea E un espacio vectorial. Si {68',6%, 6%} es una base de E*, entonces
106 -0, 000 -0 b, 06 -0 6%}

es una base de /\2 E*.

Sea E un espacio vectorial real de dimensién n. Para una p-forma w € X" E*
consideramos el subespacio de E*:

E,={0cE*/0ANw=0}

Demostar que w es descomponible si y sélo si dim E,, = p.
Probar que si {uy,us} es una base del espacio vectorial IR?:
1) uy @ ug + uz @ uy no es descomponible.
2) Bu; @ uy + duyg @ ug 4 6uz @ ug + 10us @ uy es descomponible.
Sean {ey,...,e,} una base de E, {e¢!,...,e"} su base dual, probar que, si
w= Z wijet Nel € N E*,
1<:i<y<n
w es descomponible <= w;jwrr — wirwie + wiwir = 0. 1 <3 <k <l
Demostrar que si E es un espacio vectorial de dimension < 3, entonces todo
elemento homogéneo en A E es descomponible. Si dim E > 3, entonces si

{vy,v2,v3,v4} son linealmente independientes, vy A v + v3 A vy es indescom-
ponible.

Sidim E = 4, entonces « es descomponible <= aAa =0y «a es homogénea.
n

Sea w!,...,w" € E* y § = ZA}CU] (¢t = 1,...,n). Demostrar que
=1

O' A AT = det(Al)w! A AW

Antisimetrizar los siguientes tensores:
o' @ 6> + 6% 6%, ' 2 6% @6 +26% 2 6% @62,
' 26> —0* 6, ' 26°+60*26 -6 6.
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86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

Demostrar que aunque siempre se verifica que
Tij = Taip + Thig
no es en general cierto que
Tijr = Tijry + Thijr)

donde el () indica simetrizacién y el [ | antisimetrizacion.

Sea f € §(M) una funcién diferenciable sobre una variedad M, demostrar que
las funciones a; = aa g, definidas en cada entorno coordenado de funciones
coordenadas (z',...,2") definen un tensor de tipo (0,1) sobre M.

Interpretar A € T1(M) como una aplicacién diferenciable que asigna a cada
punto € M una aplicacién lineal A, sobre T;(M). Demostrar que (C{ A)(z) =
traza Ay (donde C es el operedor contraccién, Definicién 2.17).

Si 6; son las componentes de una l-forma 6 € Q(M), establecer que w;; =

89,» _ aej
Oz ozt

Si ug; ¥ vijr son componentes de campos de tensores covariantes de orden 2 y
3 respectivamente y antisimétricos, entonces

son las componentes de un campo de tensores de tipo (0,2) sobre M.

aui]‘ au]‘k i 6ukl
Ox*k Ox? OxJ

Tijr =

I _ Ovigr Ovjpe  Ovgei vy
xz]ké— - - T

Ozt ozt OxJ Oxk

son componentes de campos tensoriales de tipo (0,3) y (0,4)

Sea M una variedad diferenciable. .J un campo de tensores de tipo (1,1) en
M, tal que J*(X) = —X, X € X(M). (Se dice que J es una estructura casi
compleja sobre M). Consideremos la siguiente aplicacién

S:X(M) x X(M) — X(M)
S(X,Y) = [X,Y] + JJX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY], VX,V €ZX(M).

Demostrar que S es un campo de tensores de tipo (1,2), denominado tensor
de Nijenhuis.

Sea M = IR*. Consideramos para cada punto p € M, el endomorfismo sobre

T,(M) dado por

0 0 0 0
Jpral =— 1] +0b (—) — —=b (—) + <—>
P a(@x)p 9/, ox ), ¢ 9/,

para a,b € IR. Demostrar que el campo tensorial p — J, define una estructura
casi compleja sobre IR?. Verificar que el tensor de Nijenhuis es idénticamente

nulo, S =0 (Ver Ejercicio 91).
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93. Sea a una forma diferencial. ja A a =07

94. En IR*", calcular a™ = aA . Aa, siendo « la 2—forma diferencial

a=dax' Ndz? +dz? Ndx® + - +d2? T A da??

95. Sean f1,..., fn,91,--.,9, funciones diferenciables sobre una variedad de di-
mension m > 2n y sea la 2—forma w = dfy Adgy; + - - - + df, A dg,,. Comprobar
que

W = wh e pw = (1) ™0l dfy A Adfu Adg A+ A dga.
96. Sean X e Y campos de vectores IR? definidos por
0 0 0
X =0— 4+ 2zy—; Y =y—
e + wyay’ yay
y sea w la forma diferencial sobre IR* definida por
w = (:1;2 + 2y)dx + (x + yz)dy.
Calcular [X,Y], dw. Comprobar que se verifica la relacién entre el producto
corchete y la diferencial exterior.

97. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, {Xy,..., X, } una base de
campos de vectores y consideremos su base dual {w',...,w"}. Si [X;,X;] =
aijk, calcular dw® en funcién de afj.

98. Encontrar la diferencial exterior de las siguientes formas diferenciales en el
plano y espacios euclideos tridimensional

a) xdr b) xdy—ydx ¢) zdr4ady+ydz
99. Consideremos la aplicacion
F-R—- Rt (z,y) = (2,1
y la 1-forma w = x dy en IR*. Calcular F*w.
100. Calcular f*(dt), siendo f la funcién
fR*— R (r,y) —t=a—y
—yd d
101. Sea w = % una 1-forma sobre IR* — {(0,0)} y denotamos la res-
z Y

triccién a S por 3 = wigr. Si F: R — IR? es la aplicacién definida por
F(t) = (cost,sent). Establecer que F*3 = dt.
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102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

Consideremos la aplicacion
F:R* - R (z,y) — (2y,1)

Calcular F*(dx), F*(dy), F*(ydz).
Sea w = ydr + zdy + vdz € Q'(IR*). Calcular F*w, estando F: R> — IR’
dada por

F(u',u?) = (senu' cosu®, senu' senu?, cosul).

Consideremos la transformacién lineal

F:R" - R" F(z'....2") = (y',...,y")
n

donde y! = Z a}x] + 0", con a},bi € IR. Calcular F*(d:lil + -4 da™).

=1
Sean M y N variedades diferenciables, ambas de dimensién n, w € Q"(M) una
n—forma diferencial sobre M, F': N — M un difeomorfismo, tal que F(V) =
U, para U y V entornos coordenado de funciones coordenados (z!,...,2") y
(y',...,y") sobre M y N, respectivamente. Demostrar que si w = ada® A--- A
dz™ en U, entonces

Fro=(a-F)Jdy' A---ANdy" enV

siendo .J el jacobiano del difeomorfismo F, .J = det( a(giyj f))

Determinar todas las transformaciones lineales de IR* que conservan la forma
diferencial w = dx A dy.
En IR? se considera la 2-forma diferencial
(xdy —ydx) Ndz
- 225 Y2+ 22
Calcular F*a y F*(da), donde F: IR® — IR® esta definida por

r=rsenfcosp, y=rsenbsenp, z=rcosb

Se considera la 1-forma diferencial sobre IR?

a=ydr—xdy+dz

a) Condiciones sobre la funciones f y g de clase C'! de IR? en IR para las que
la forma o — g df sea cerrada.

Mostrar que f y ¢ son necesariamente independientes de z. jPuede darse
arbitrariamente ¢ (independiente de z) y deducir f?

b) Silas condiciones encontrados en a) se satisfacen, demostrar que para todo
¢ € IR® las formas {df,dg,a — g df} son independientes.
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109.

110.

111.

112.

113.

114.

Sea ¢ un punto del dominio U de una carta (U, ¢) de una variedad diferenciable
M de dimensiéon n, tal que p(2) = a € IR", la curva coordenada «; pasando por
el punto x estd definida por

a;: I —=-UCM tl—><,9_1(a1,a2,---,ai—|—t,---7a")

o o o
Demostrar que a;(0) = 5 |
Encontrar las curvas integrales de los campos de vectores en IR* definidos en

términos de la carta identidad por

0 0 0 0 ;0 0 0
a) T b) ya—x—xa—y ¢) Yoo 3y d) Qxa—x—ya—y

En cada caso encontrar los puntos criticos y determinar qué campo de vectores
es completo.

Demostrar que es completo el campo de vectores en IR* — {(0,0)} definido en
términos de la carta identidad por

Encontrar las curvas integrales del campo de vectores en IR® definido en térmi-
nos de la carta identidad por

0 0 0

Sean (U, ), (V,¢) las dos cartas que definen el atlas estereografico en la esfera
S%; es decir, U = S?—{(0,0,1)}, V = S2—{(0,0, —1)}, ¢ la proyeccién estereo-
gréafica desde el punto (0,0,1) sobre el plano z = 0 y ¢ la misma proyeccién
desde el punto (0,0, —1). Se consideran los campos de vectores

0, .0 ) )
29

1 1 2
P S g 2
ox! Ox? Y oyl Y Oy?

en U y V respectivamente. Verificar que juntos definen un campo de vec-
tores en S?, encontrar las curvas integrales de este campo y demostrar que es
completo.

Demostrar que los campos de vectores en IR* definidos en términos de la carta
identidad por
0 1,0

X:ya_x 2 Oy

son completos y que su corchete no es completo.
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115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

Hacer una representacién grafica de los campos de vectores en IR*, cuyas com-
ponentes en el punto p = (z,y) se indican:

(a) X(p) = (0,1) (b) X(p) =—p (c) X(2,y) = (y,—2) () X(2,y) =(y,7)
(e) X(z,y) = (=2y, 52).

Encontar las curvas integrales de todos estos campos a través del punto p =
(1,1). Idem del punto p = (a,b).

Determinar cuales de los siguientes campos de vectores definidos en un abierto
U C IR? son completos:

(a) X(x,y) = (170)7 U= (b) X(xvy) = (170)7 U= — {(070)}
(¢) X(z,y) = (=y,2), U=IR"—{(0,0)} (d) X(z,y)=(1+2*0), U=R"

Consideremos el campo de vectores X (z,y) = (1,0) sobre IR*>. Parat € Ry
p € IR?, sea ¥y(p) = ,(t), donde =, es la curva integral de X pasando por p.

. 2
(a) Demostrar que para cada t € IR, ¢y es una transformaciéon de IR” en si
mismo. Geométricamente, de ;qué transformaciones se trata?

(b) Demostrar que

Yo = lig2
77Z)7f1-|-752 = 77Z)7f1 + 77Z)7527 \V/tlth elR
Vo =7, VteR.

(Asi t — 4 es un homeomorfismo del grupo de los nimeros reales en el
grupo de las transformaciones del plano).

(¢) Repetir los apartados anteriores para los campos de vectores:
(a) X(2,y) = (=y,2) (b)) X(w,y) = (v,y)  (¢) X(2,y) = (y, )

Sea la aplicacién F': IR? — IR?, (2!, 2%) — (y', y?) = (2" 422, 2" —2?), probar
que es un difeomorfismo. Encontrar el campo de vectores imagen mediante F
del campo de vectores X = z? % +al % en IR? referido a la carta identidad.
Determinar los grupos uniparamétricos asociados a estos dos campos.
Encontrar en IR? un sistema de coordenadas tal que una de las familias de
curvas paramétricas sean las curvas integrales del campo de vectores Y =
(y7 —l’)
El campo de vectores no nulo en IR* definido en términos de la carta identidad
por

0

X — ey_ _|_ _

dxr Oy’
determina una distribucién unidimensional £ en IR?. Encontrar una carta en
IR? adaptada a la distribucién.

Sea el sistema diferencial definida en IR® por
w=yzdr +xzdy+dz.

Demostrar que es integrable y encontrar las superficies integrales.
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122. Sea & la distrubucién definida en IR* por la 1-forma
w = dy — 32? dz.
Encontrar una carta en IR* que sea adaptada a esta distribucién.
123. Sea S® la 3—esfera, esto es, la subvariedad diferenciable de IR* definida por la
ecuacion
:1;2—|—y2—|—22—|—t2 =1.
Consideremos los campos de vectores
0 0 0 0
X=(1-t—2a%)=— —ay— — 22— 1—t)—
( ! )8:1; xyay xZaz—l_x( )8t
0 0 0 0
V=—ay—+(1-t—y")=— —yz— 1—t)=
ryg -+ y)ay yeos Tyl —t) 5
Sea S* el conjunto de puntos de S* exceptuando el (0,0,0,1).
a) Demostrar que X e Y son campos de vectores linealmente independientes
sobre S*.
b) Sea & la distribucién en S* generada por X e Y. Demostrar que la subva-
riedad bidimensional definida por las ecuaciones
2+ kt = k
Pyt =1
kz—t # 0
t £ 1
—o0 < k < 0o, son variedades integrales de &.
124. Sea w',...,w* 1-formas diferenciables independientes y cerradas sobre una
variedad M. Sea & el sistema diferencial dado en cada punto por
& ={veTu(M)/wi(v) =0, Vic{l,...,k}}.
Probar que existen subvariedades N por cada @ € M, tales que T,(N) = &,.
125. Consideremos los campos de vectores Xy, X9, X3 € %(IR3 —{0}), dados por

0 0 0 0 0 0
Xl:Za_y_ygv XZZxa_Za_xa X3:ya_$_xa_y

Para cada 2 € IR* — {0}, &, es el subespacio de T,.(IR* — {0}) generado por
{X1,X5, X3} y € la distribucuién determinada por los &,. Comprobar que £
es completamente integrable. Encontrar las subvariedades integrales.
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126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

Demostrar que una variedad diferenciable conexa y orientable admite justa-
mente dos orientaciones.

Una superficie M es orientable cuando existe una 2—forma p sobre M que es
diferente de cero en cada punto de M. Demostrar que una superficie M en
IR? es orientable si y s6lo si existe un campo vectorial normal Z en M que es
diferente cero en cada punto de M.

Calcular la expresién de la 2-forma p del Ejercicio 127 en S? en términos de
las coordenadas dadas por

(i) La proyeccion estereografica.
(ii) Las cordenadas esféricas (p,6,¢) con p = 1.

Probar que el espacio proyectivo P"(IR") es una variedad orientable si y s6lo
sl n es impar.

En IR* consideremos D = BZ(1) (clausura de la bola de radio 1), demostrar
que D es un dominio en la variedad diferenciable IR? con frontera S' = 0D.

Sea f: IR* — IR una funcién diferenciable de clase C? y D un dominio com-
pacto de IR?; se supone que flap = 0. Demostrar la férmula

o%f  O°f B af\*  [9of\’
[ r(Gae 5ty arnan= [ (%) +(%) |

y deducir que si

2 2
‘37{: + 27{ =0 sobre D, entonces fip=0.

Consideremos la forma diferencial sobre IR>

w=(z—2a? —ay)de Ndy — dy ANdz + dz A dx

Integrar w sobre el conjunto D = {(x,y,2) € R*/z =0, 2% + y* < 1}.
d
Sea o = Zyix y 7 €l arco orientado definido por
x? +y?

r=rcosu, y=rsenu, z=r (r=cte. 0<u<2n)

a) Calcular f7 a.
b) Sea D la regién del cono definida por 2% +y* — 22 =0, 0 <r; <z < ra.
Calcular fD da, y verificar el Teorema de Stokes.

Sea

o 2?2 +y?

1 ady — ydx

Probar que a es una 1-forma cerrada en IR* — {0}. Calcular la integral de o
sobre la circunferencia unidad. ;Se sigue que o no es exacta? Sii:S' — IR?
es el embebimiento canénico ji*a es exacta?

Si se restringe « al semiplano derecho = > 0, entonces « si es exacta.
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135. Sea D = {(z,y) € R*/0 <z <7/2, 0<y<x/2}. Calcular la integral

/ sen(x + y)dxdy
D

136. Sea ~ un arco orientado de IR® definido por la parametrizacién

r=cosl, y=senf z=senbcosf (0<60<2m)

a) Calcular f7 zdz.

b) Transformar esta integral en una integral doble extendida a la porcién de
superficie de ecuacion z = ry limitada por +; y encontrar asi su valor.

137. Demostrar que sobre la esfera S? C IR® se verifica que

/d:z:/\dyzO /(:chy—ydx)/\dz::Q/ zdx A dy.

138. Sea D la regién definida por la relacién 22 + y? =%, 0 < z < h del cilindro
de IR® . Verificar el Teorema de Stokes para la 1-forma

xdy — ydx
72 _I_y2 _I_ZZ'

139. En una espacio de Riemann (M, g), sea la aplicacion V: X(M) x X(M) — X(M),

definida por la férmula de Koszul:

29(VyY,2)=Xg(Y,Z2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)—
_g(Xv [Yv Z]) —|—g(Y, [ZvX]) —I_g(Zv [Xv Y])

Comprobar que para todo X,Y,Z € X(M), f € F(M), V verifica:

A1V es IR-lineal. Ay [X)Y]=VyY - WX,
4, VixY = fVyY As Xg(Y.Z) = g(VyY.Z) + (Y. VyZ)
As VyfY = (XY + Uy Y

140. Si X e Y son dos campos de vectores con expresion local

" 0 .9
X:;Xaxi e Y:;YJ@

y si I’fj son los coeficientes de una conexién lineal V sobre una variedad M,

0 & 0
— = rk _—_
vaii OxJ Y Qxk’
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141.

142.

143.

144.

establecer
a)  VyV=> ZXJ -+ Z LX) o
k=1 \j=1 1,7=1
= & Oz Ox) T " 9%t oz
b T, = Tk il gs 9
) o Z ' 070 0P Ok 2 oz 97" Ozt
t,7,k=1 =1
en la interseccién U UTU de los abiertos de dos cartas locales (U, (x!,...,2")),

U, @, ...,7").

Sea la parametrizacion de la esfera de radio a

X(0,0) = (acosbcosp, acosfseng, asenb)

Calcular la derivada covariante respecto a ¢ del campo de vectores unitario
formado por las tangentes unitarias a los meridianos a lo largo del paralelo

6 = 6.

Sea @ una curva alabeada. Consideremos la superficie generada por las binor-
males : X(u,s) = d(s) + ug(s) Calcular las derivadas covariantes a lo largo
de las curvas coordenadas del campo de vectores tangente unitario a las lineas
paramétricas s = cte.

Sea C el paralelo 8 = 6y sobre la esfera de ecuacion:

X(0,0) = (asenf cosp, asenbseng, acosb)

A) Probar que el transporte paralelo del vector X;(6y,¢) a lo largo de C es

sen<(00390)(¢ - ¢0)>

Xs.
senby

Y(g) = cos((coseo)(qb — ¢0)>§1 —

B) Y(0) =Y (2r) = C es el ecuador.

Consideremos la esfera
X(u',u?) = (cosu®cosu', cosu?senu', senu?)

Se desplaza paralelamente el vector de componentes (1,0) desde el punto de
coordenadas (0,0) hasta el punto (7/v/2,0) a lo largo del ecuador, luego hasta
el punto (7/v/2,7/4) a lo largo del meridiano u' = 7/v/2, después hasta el
punto (0,7/4) a través del paralelo u? = 7/4, y por Gltimo hasta el punto
inicial por el meridiano u! = 0. Determinar el dngulo entre el vector dado y
el vector obtenido al final del desplazamiento.
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145.

146.

Coordenadas cilindricas en IR*. Sean r, ¢, z las coordenadas cilindicas usuales
en IR®. (r,p,z) es un sistema coordenado sobre R* — {(z,y,2) € R*/z >
0, y = 0}. Estas funciones coordenadas estan bien definidas y sus aplicaciones
inversas y campos de vectores basicos tienen la siguiente expresion:

A Z

T=Trcosp, y=rseny, z=2z
h
5 = Cosp g tsen 2oy L ,
A

0 ) + a : |
— =TV, V= —8enpy— 4 CcospY— |
d¢ ; Y x "oy e |
0 B 9 :
aZ - aZ

Se dice que un campo de vectores es paralelo si su derivada covariante respecto
a cualquier otro campo de vectores es nula; y que un campo de vectores es
paralelo a lo largo de una curva si su derivada covariante respesto al vector
tangente a la curva es nula.

Demostrar que que el campo de vectores a% es paralelo y que los campos % y

% son paralelos a lo largo de las rectas paralelas al eje Z.

Se define la diferencial covariante de un campo tensorial A de tipo (r, s) sobre
una variedad diferenciable M, como el campo de tensores de tipo (r,s + 1),

VA, tal que
(VA) Xy, ... X, X, 0 ...,07) = (Vy A)(Xy,.... X, 0, ...,6")
para todo X, X; € X(M) y 67 € QY (M).

Comprobar que, si respecto a un sistema coordenado las componentes de A
son A“ , las de VA vienen dadas por

8A“

U (B )
Z (Z Pk]ﬁAll J;s 1higyids ) )

Bs=1
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147.

148.

149.

150.

S1Y es un campo de vectores sobre una curva «, entonces

—(s) = lim - <T;1 (V(s+1)) — Y@))

donde 74 es el desplazamiento paralelo a lo largo de la curva o de a(s) a a(s+t).

En una variedad M con una conexién V, respecto a un sistema de coordenadas
(',...,2"™), definimos las componentes del tensor curvatura por

a o\ 0 .0
f (axk’ax4> Oui ;Rwﬁ'

Entonces ‘ ‘
i ary;  Iry; - b T et
jkt = aTk] - axg] + Z (T3 T, — T Thn) -
h=1

Sea V la conexién de Levi-Civita sobre una variedad de Riemann (M, ¢). Con-
sideremos en un entorno abierto U de M un campo de referencias {E;. ..., E,}
v sus correspondientes 1-formas duales {6',... 6"}, definimos las formas de
conexion 9"; por

k k

1)

siendo I’fj los simbolos de Christoffel en U respecto a {Ey,...,E,}; o sea

VEiEJ = ZPfJEk‘ Establecer

k=1
Vy b, = Zef(X)Ek
k=1
de¢ = Z 67 A 9} (1* ecuacién de estructura)
=1
dgi]‘ = Z <9£€gkj + 9?9161‘)

k=1

donde ¢;; = g(E;, Ej).

En particular, si {Ey, ..., E,} es una referencia ortonormal
n
o' = 67 8, 0} + 6, =0.
J=1

Sea U un entorno abierto en una variedad semi-riemanniana (M, g) tal que
sobre U estd definido un campo de referencias {Ey,..., E,} y sus 1-formas
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duales {6',...,0"}. Si R‘ZM son las componentes del tensor curvatura respecto
a esta referencia; es decir,

R(E..E\)E Z R, ,E;,
definimos las n? 2-formas Q‘Z, llamadas formas de curvatura, por
n
] ] k 14 1 ] k 14
Q= Y RLE AN =1 R0 A
1<k<t<n k=1
Verificar que
= d9‘7 Z 6F A 9‘7 (22 ecuacién de estructura)

donde 6 son las formas de conexién, dadas por 85(E;) = T'};, y T'}; los simbolos
de Christoffel en U, respecto a {Ey,..., E,}.

151. Probar que dada una conexion lineal arbitraria de coeficientes T}k, los coefi-

clentes ‘
i .
L= §(I”k + I i)
definen una nueva conexién. Sea
n n — —
—i —i or,, or,
K=Y (Ties — Tins) = ik )
ok ; il k ik, 0 Zz: ok 9at
iSon las Ky, componentes de un tensor de tipo (0,2)?

152. Probar que respecto a una conexiéon simétrica (sin torsién), para cualquier una
1-forma 6, se tiene 6;; — 6;; = 6; ; —0;,;. Y para A € T9(M), antisimétrico:
Aijie + Ajrsi + Akiyy = Aijie + Ajk + Arij-

153. En una variedad semi-riemanniana M, con tensor métrico g y tensor curvatura

R, denotamos por |g| el determinante de (g;;) respecto a un sistema coordenado
(at, ... ™).

Establecer que

zn:w _laln|g|_ 1 a\/m
4 T 9 gk _\/maxk'

Deducir de esto que la contraccién C{ R = 0.
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— de Riemann 154

— de las configuraciones 8

— proyectivo Hausdorff 11
— proyectivo real 6

— proyectivo segundo contable
espacio tangente 17

— topolégico Hausdorff 2

— topoldgico segundo contable
— topoldgico separado 2

— vectorial orientado 120
estructura diferenciable 3
fibra 73, 165

fibrado cotangente 73

— de las k—formas 81

— de referencias lineales 165
— tangente 70

— tensorial 76

forma 65

— cerrada 87

— curvatura 148

— exacta 87

— torsion 148

formas canoénicas 176

— de conexién 147, 207, 208
— de curvatura 208

funcién caracteristica 127

— casl continua 126

— coordenada 2

— de clase CF 1

— diferenciable 1, 12

— integrable 129

funciones coordenadas 2
grupo de Lie 42

— de cohomologia de de Rham 88

— lineal especial 48
— lineal general 6
— ortogonal 49
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— uniparamétrico de transformaciones 96
— — generado por X 97

hélice circular 31

homeomorfismo coordenado 2
identidad de Bianchi 156

— de Jacobi 73

imagen reciproca 27

inmersién 30

integral de f 133

k—forma 65

— diferencial 81

levantamiento horizontal 168

— horizontal de una curva 168
localmente euclideo 2

medida nula 126, 129

métrica riemanniana 117

n—forma integrable 129

operador antisimetrizaciéon 63

— simetrizacién 63

orientacién en una variedad 122
— inducida 136

p—forma diferencial 69
paracompacto 10

particion de la unidad 118
particiéon de la unidad subordinada 118
placa 35

primera forma fundamental 117
producto exterior 64

— tensorial 51

punto critico 94

rango de una aplicacién 28

recta binormal 205

recubrimiento localmente finito 10
refinamiento de un recubrimiento 10
relacién de equivalencia abierta 10
relativamente compacto 128
saturado 10

seccidon local candnica 165
simbolos de Christoffel de 2% especie 155
sistema coordenado 2

— coordenado adaptado 35, 107
— coordenado ctibico 34

— diferencial 107

soporte 77

— de un campo de vectores 99
subespacio horizontal 160, 162, 167
— ortogonal 114

submersién 30

subvariedad 31

— embebida 31

— inmersa 31

— regular 37

subvariedades equivalentes 31
tensor 58

— antisimétrico 63

— contravariante 57



— — en un punto de una variedad 69
— covariante 57

— — en un punto de una variedad 69
— curvatura 153

— de Ricei 155

— de tipo (r,s) 57

— — en un punto de una variedad 69
— descomponible 59

— gravitatorio de Einstein 156
— homogéneo 59

— simétrico 63

— torsién 153

teorema de Frobenius 110

— de Green 140

— de Stokes 137

— de Stokes 142

— de la divergencia 141

— del rango 29

torsion 146, 178
transformaciéon 96

transporte paralelo 158

— paralelo 169

traslacion a la derecha 48, 165
— a la izquierda 48

variedad con borde 134

— conexa 9

— conexa por arcos 9

— diferenciable 4

— inducida 5

— integral 107

— localmente compacta 9

— localmente conexa 9

— orientable 121

— orientada 122

— paralelizable 145

217

variedad producto 5

— riemanniana o de Riemann 117
— topoldgica 2

variedades difeomorfas 15

vector cotangente 25

— horizontal 162

— tangente 16

— tangente a la curva 24

— vertical 160

vectores horizontales 167

volumen de un dominio de integacién
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