
ApuntesdeIntroducci�on a lasVariedades DiferenciablesLa Laguna, 1997Angel Montesdeoca



CONTENIDO

Variedades diferenciables. Subvariedades 11.1 De�nici�on de variedades diferenciables . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2 Ejemplos de variedades diferenciables . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.3 Propiedades topol�ogicas de una variedad diferenciable . . . . . . . . 91.4 Funciones y aplicaciones diferenciables . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas . . . . . . . . 151.6 Rango de una aplicaci�on diferenciable . . . . . . . . . . . . . . . . . 281.7 Subvariedades inmersas y embebidas o regulares . . . . . . . . . . . 301.8 Grupos y subgrupos de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42Tensores y formas diferenciales sobre una variedad 512.1 Tensores sobre espacios vectoriales reales . . . . . . . . . . . . . . . . 512.2 Algebra tensorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 562.3 Algebra exterior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622.4 Tensores en un punto de una variedad . . . . . . . . . . . . . . . . . 682.5 Fibrado tangente. Campos de vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . 692.6 Fibrado cotangente. 1{formas diferenciales . . . . . . . . . . . . . . 732.7 Fibrado tensorial. Campos de tensores . . . . . . . . . . . . . . . . . 752.8 Formas diferenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 802.9 Diferencial exterior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 822.10 Formas cerradas y exactas. Cohomolog��a de De Rham . . . . . . . . 86Sistemas diferenciales. Teorema de Frobenius 933.1 Curvas integrales y campos de vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . 933.2 Grupo unipam�etrico de transformaciones . . . . . . . . . . . . . . . . 963.3 Derivada de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1003.4 Sistemas diferenciables. Variedades integrales . . . . . . . . . . . . . 1053.5 Teorema de Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1093.6 Segunda forma del Teorema de Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . 114i



Integraci�on en variedades diferenciables 1174.1 Variedades de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1174.2 Variedades de Riemann como espacios m�etricos . . . . . . . . . . . . 1184.3 Partici�on de la unidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1184.4 Orientaci�on de variedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1204.5 Integraci�on en IRn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1264.6 Integraci�on sobre variedades diferenciables . . . . . . . . . . . . . . . 1284.7 Integraci�on en variedades de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . 1324.8 Variedades con borde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1344.9 Teorema de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1364.10 Teorema de Green y Teorema de la divergencia . . . . . . . . . . . . 1404.11 Aplicaci�on a los grupos cohomolog��a de De Rham . . . . . . . . . . . 142Diferentes enfoques de conexiones lineales 1435.1 Enfoque axiom�atico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1465.2 Enfoque tensorial o cl�asico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1485.3 Conexiones de�nidas por caminos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1565.4 Enfoque por �brados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160Ejercicios 187Bibliograf��a 209S��mbolos 211Indice alfab�etico 215

ii



0

Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Variedades diferenciables
Subvariedades1.1 De�nici�on de variedades diferenciablesDado un espacio (conjunto), de�nido por alguna condici�on geom�etrica, topol�o-gica, anal��tica, etc..., no siempre se puede establecer una correspondencia biun��vocaentre sus puntos y una serie de n�umeros, denominados coordenadas. En la mayor��a delos casos nos tenemos que restringir a una parte de dicho espacio. Si adem�as exigimosque esta biyecci�on tenga propiedades topol�ogicas, la di�cultad de encontrarla seincrementa.Nos restringiremos a aquellos espacios topol�ogicos a cuyos puntos le podemosasignar (localmente) un conjunto de n�umeros reales, de tal forma que esta corres-pondencia venga dada por un homeomor�smo.Una variedad diferenciable, a \grosso modo", es un espacio topol�ogico donde cadapunto tiene un entorno que est�a parametrizado de tal forma que la transformaci�onentre dos conjuntos de par�ametros est�a dada por funciones diferenciables. Unafunci�on sobre un tal espacio topol�ogico puede ser considerada localmente como unafunci�on de estos par�ametros. Por lo tanto, podemos de�nir la diferenciabilidad defunciones y aplicaciones. Usando la idea de diferencial, podemos \linealizar" unentorno su�cientemente peque~no de un punto sobre una variedad y considerar unespacio tangente. A lo largo de este curso discutiremos los hechos b�asicos del c�alculodiferencial sobre una variedad diferenciable.Comencemos con una serie de de�niciones que nos conduzcan al concepto devariedad diferenciable.De�nici�on 1.1 Sea U � IRn un conjunto abierto del espacio eucl��deo n{dimensio-nal IRn y f : U ! IR una funci�on valuada real. Se dice que f es diferenciablede clase Ck sobre U , o simplemente que f es de clase Ck (k entero nonegativo) si existen las derivadas parciales@�1+���+�nf(@r1)�1 � � � (@rn)�n (�i � 0; �1 + � � �+ �n � k)1



2 1 Variedades diferenciables. Subvariedadesy son funciones continuas en U .En particular, f es de clase C0 si f es continua; y f es de clase C1 siexisten y son continuas las derivadas parciales @f@ri (siendo ri : IRn ! IR lai{�esima proyecci�on can�onica (i=1,2,...,n)).Una aplicaci�on F : U ! IRn, se dice que es diferenciable de clase Ck sicada una de sus funciones componentes, F i = ri �F , i=1,2,...,n es de claseCk. Se dice que F es de clase C1 si es de clase Ck, para todo k � 0.Y, �nalmente, F es de clase C! si es anal��tica, es decir, si F puede serexpresada como una serie de Taylor convergente en un entorno de cadapunto del dominio de de�nici�on.De�nici�on 1.2 Una variedad topol�ogica n{dimensional M es un espacio topol�ogicoHausdor� (i.e. (separado o T2) si cualquier par de puntos distintos ad-miten entornos disjuntos), segundo contable (i.e.; con una base numerablede conjuntos abiertos) y localmente eucl��deo (i.e.; tal que para cada puntox 2 M, existe un subconjunto abierto Ux entorno de x homeomorfo a unsubconjunto abierto del espacio eucl��deo IRn).Nota 1.3 De esta condici�on local no se deduce que el espacio topol�ogico M seaHausdor�, como contraejemplo ver el Ejercicio 4.Nota 1.4 Podemos, si deseamos, elegir el homeomor�smo de la De�nici�on 1.2 como'x : Ux ! 'x(Ux), tal que 'x(x) = 0 y adem�as que la imagen de 'x sea unabola de centro el origen y radio "; Bn0 ("). En efecto, dado cualquier 'x aplicandohomeom�or�camente un conjunto abierto Ux conteniendo a x en un conjunto abiertode IRn, sea " > 0 tal que Bn'x(x)(") � 'x(Ux). Sea � : Bn'x(x)(") ! Bn0 (") latraslaci�on por �'x(x). Entoncese'x = � �'xj'�1x (Bn'x(x)("))aplica '�1x (Bn'x(x)(")) homeom�or�camente en Bn0 (").Tambi�en, podemos elegir, en vez de una bola, un entorno c�ubico centrado en elorigen y de lado ", Cn0 (").De�nici�on 1.5 Si ' : U ! '(U) � IRn es uno de los homeomor�smos de la De�ni-cion 1.2, siendo U un abierto conexo, ' recibe el nombre de homeomor�smocoordenado; U abierto coordenado; al par (U;') se le denomina sistema coor-denado o carta; cada aplicaci�on continua xi = ri �' se denomina funci�oncoordenada; y la n{upla (x1; x2; : : : ; xn) se dice que es el sistema de funcionescoordenadas asociado a la carta (U;').Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.1 De�nici�on de variedades diferenciables 3
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Fig. 1.1: Entornos homeomorfos a bolas en IRnNota 1.6 A veces, la carta (U;') se representa por (U; (x1; : : : ; xn)).Nota 1.7 Como la noci�on de espacio localmente eucl��deo es tan solo ligeramentedistinta de la noci�on de variedad diferenciable que nos interesa en este curso, veremosejemplos de aquellos al dar los de variedades diferenciables.De�nici�on 1.8 Un conjunto de cartas A = f (U�; '�)�� 2 A g se denomina unatlas si veri�ca S�2AU� = M:De�nici�on 1.9 Una estructura diferenciable de clase Ck (1 � k � 1) sobre unavariedad topol�ogica M de dimensi�on n es una colecci�onA = f (U�; '�)�� 2 A gde sistemas coordenados veri�cando las tres condiciones siguientes:1. S�2AU� =M (A es un atlas de M )2. 8(�; �) 2 A�A, si U� \ U� 6= �, la aplicaci�on'� �'�1� : '�(U� \ U�)! '�(U� \ U�)es diferenciable de clase Ck. (A atlas diferenciable )3. La colecci�on A es maximal con respecto a la condici�on 2; es decir: si(U;') es un sistema de coordenadas tal que ' �'�1� y '� �'�1 son declase Ck para todo � 2 A, entonces (U;') 2 A.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesNota 1.10 Si A0 = f (U�; '�)�� 2 A g es una colecci�on de sistemas coordenadossatisfaciendo a las condiciones 1 y 2 de la De�nici�on 1.9, entonces existe una �unicaestructura diferenciable maximal A conteniendo a A0. En efecto, basta considerarA = ((U;'), U abierto; ' : U ! '(U) homeomor�smo;' �'�1� ; '� �'�1 son de clase Ck;8(U�; '�) 2 A0 )Entonces, A contiene a A0, claramente satisface 1, cumple la condici�on 2 (Ejer-cicio 2) y A es maximal por construcci�on. As��, A de�ne una estructura diferenciablesobre M conteniendo a A0. Evidentemente, A es la �unica estructura maximal quecontiene a A0.
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ϕβ(Uβ)Fig. 1.2: Superposici�on de entornos coordenadosDe�nici�on 1.11 Una variedad diferenciable de clase Ck y dimensi�on n es un par(M;A) formado por una variedad topol�ogica M de dimensi�on n y una es-tructura diferenciable A de clase Ck sobre M.En general, representamos la variedad diferenciable (M, A) simplemente por M,sobrentendiendo que cuando nos referimos a la \variedad diferenciable M" se con-sidera sobre M una estructura diferenciable A.Para dar una estructura diferenciable sobre una variedad basta con dar un atlasdiferenciable (es decir, una colecci�on de sistemas coordenados veri�cando las condi-ciones 1 y 2 de la de�nici�on), y �este se buscar�a en general no necesariamente maximalsino lo m�as peque~no posible.N�otese que un mismo conjunto puede ser dotado de estructuras diferenciables dis-tintas (ver Ejemplo 1.22), por lo que se necesita dar una de�nici�on de \equivalencia"entre atlas de�nidos sobre un mismo conjunto:De�nici�on 1.12 Dos atlas diferenciables sobre M son equivalentes si su uni�on estambi�en un atlas diferenciable sobre M.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.2 Ejemplos de variedades diferenciables 5Centraremos nuestro estudio especialmente en las variedades y funciones de claseC1. Esto se hace por comodidad, lo que nos permitir�a, entre otras ventajas, de�nirun vector tangente de una forma elegante. La intenci�on no es adoptar las menoship�otesis posibles sino m�as bien usar aquellos conceptos que aparecen, de un modonatural, en una situaci�on general. La restricci�on no es demasiado dr�astica, comomuestra el siguiente resultado, debido a Whitney(1): \Un atlas de clase Ck; (k > 0)sobre una variedad paracompacta contiene un atlas de clase C1." Sin embargo, sitenemos una variedad topol�ogica (de clase C0) no siempre admite una estructuradiferenciable de clase C1, como ha demostrado con su ejemplo Kervaire (2).1.2 Ejemplos de variedades diferenciablesEjemplo 1.13 IRn es una variedad diferenciable de dimensi�on n.En efecto, basta tomar como A la estructura diferenciable maximal que contienea A0 = f(IRn; 1IRn)g. Es decir, un atlas constituido por una sola carta formada porel abierto U = IRn y el homeomor�smo coordenado ' = 1IRn , identidad en IRn:Ejemplo 1.14 Si (M;A) es una variedad diferenciable de dimensi�on n, todo abiertoU � M es de nuevo una variedad diferenciable de dimensi�on n (variedad inducida)cuyo atlas viene dado porAU = � (U� \ U;'�jU�\U )� 8(U�; '�) 2 A 	 :En efecto, como los abiertos U� recubren a M, V� = U� \ U son abiertos en Uque lo recubren. Las aplicaciones �� = '�jU\U� : V� ! ��(U \ U�) = '�(U \ U�)son homeomor�smos locales de U en IRn. Adem�as, �� � ��1� son diferenciables al serlas restricciones a '�(U \ U� \ U�) de '� �'�1� .Ejemplo 1.15 Variedad productoSean (M;A) y (M0;A0) variedades diferenciables de dimensiones n y n0, respecti-vamente. Entonces el espacio producto M�M0 se puede dotar, de forma can�onica,de una estructura de variedad diferenciable de dimensi�on n+n0, considerando paraello el atlasA0 = � (U� � V�; '� � ��)� 8(U�; '�) 2 A y 8(V�; ��) 2 A0 	 :Ejemplo 1.16 La esfera Sn = fx 2 IRn+1�kxk = p(x1)2 + � � �+ (xn+1)2 = 1g esuna variedad diferenciable de dimension n.(1)H. Whitney.- Geometric integration theory, Princeton, 1957.(2)M. Kervaire.- A manifolds which does not admit any di�erentiable structure. Comm. Math.Helv. 35(1961), pag 1{14. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



6 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesSus abiertos coordenados son los conjuntosUkj = �x 2 Sn�(�1)jxk > 0	 (j = 0; 1; k = 1; 2; : : : ; n+ 1)y los homeomor�smos coordenados son'kj : Ukj ! Bn0 (1) = fx 2 IRn=kxk < 1g x 7! (x1; : : : ; xk�1; xk+1; : : : ; xn+1):Resulta f�acil demostrar que este atlas es diferenciable, pues la aplicaci�on'�1kj : Bn0 (1)! Sntiene la coordenada k{�esima igual a(�1)j 0@1�Xi 6=k(xi)21A1=2;que es una funci�on diferenciable en el sentido usual en Bn0 (1) y 'kj es la restricci�onde una aplicaci�on diferenciable de IRn+1 en IRn.Ejemplo 1.17 El grupo lineal general GL(n; IR) admite una estructura diferenciablede dimensi�on n2.GL(n; IR), conjunto de las matrices reales de orden n con determinante no nulo,se identi�ca de forma natural con un subconjunto de IRn2; as��, si det : IRn2 ! IR esla aplicaci�on determinante:GL(n; IR) = det�1(IR� f0g)y, como \det" es una funci�on continua,GL(n; IR) se identi�ca con un abierto de IRn2 .La estructura diferenciable en GL(n; IR) se obtiene ahora como en el Ejemplo 1.14.Ejemplo 1.18 El espacio proyectivo real Pn(IR) se puede dotar de estructura devariedad diferenciable de dimensi�on n.El espacio proyectivo real Pn(IR) puede de�nirse como el cociente de IRn+1�f0gpor la relaci�on de equivalencia de proporcionalidad entre coordenadas homog�eneasx1; : : : ; xn+1.Se puede tomar como funciones coordenadas, las funcionesf i� : Pn(IR)! IR; [(x1; : : : ; xn+1)] 7! xix� ; x� 6= 0 (i; � = 1; : : : ; n+ 1)y por recubrimiento, los abiertosU� = �[(x1; : : : ; xn+1)]�x� 6= 0	(su imagen rec��proca por la proyecci�on can�onica son abiertos en IRn+1).El atlas diferenciable est�a formado por A = f(U�; '�)�� = 1; : : : ; n + 1g siendolos homeomor�smos coordenados '�:'� = (f1�; : : : ; f��1� ; f�+1� ; : : : ; fn+1� ):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.2 Ejemplos de variedades diferenciables 7Ejemplo 1.19 La banda de MoebiusDesde el punto de vista topol�ogico, puede ser descrita identi�cando un lado deun rect�angulo en el plano con su opuesto, recorrido en sentido contrario, en la formasiguiente:6 ?2��������� 4��������� 6��������� 8��������� 10 14���������2 . . . . . . . . . .Fig. 1.3: Banda de Moebius Consideremos en IR2, el rect�anguloR = f(x; y) 2 IR2�0 � x � 10; 0 < y < 2gy en �el de�nimos la relaci�on de equivalenciasiguiente:(x; y) � (x0; y0)()8<: x = x0 y = y0 0 < x < 10 0 < y < 2x = 0; x0 = 10 y = 2� y0 0 < y < 2x = 10; x0 = 0 y = 2� y0 0 < y < 2El conjunto M = R=� con la topolog��a cociente (considerando en R la topolog��ainducida por el plano) es la banda de Moebius.Para de�nir en M un atlas de clase C1 procedemos como sigue: Sea p : R ! Mla proyecci�on can�onica y eU1; eU2 abiertos de R dados poreU1 = f(x; y) 2 R�2 < x < 8; 0 < y < 2geU2 = f(x; y) 2 R�0 � x < 4; 6 < x � 10; 0 < y < 2gy sean Ui = p(eUi); i = 1; 2, que son abiertos en M, como se comprueba inmediata-mente.De�nimos ahorae'1 : eU1 !W1 � IR2 e'2 : eU2 !W2 � IR2por e'1(x; y) = (x; y) e'2(x; y) = � (x; y) si 6 < x � 10(10 + x; 2 � y) si 0 � x < 4Es claro que e'1 y e'2 son continuas y W1 y W2 son los abiertos de IR2 dados porW1 = f(x; y) 2 IR2�2 < x < 8; 0 < y < 2gW2 = f(x; y) 2 IR2�6 < x < 14; 0 < y < 2g:Como e'1 y e'2 son compatibles con la relaci�on de equivalencia en R, inducen lasaplicaciones '1 : U1 !W1 y '2 : U2 !W2;Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



8 1 Variedades diferenciables. Subvariedadesque se comprueba que son homeomor�smos. Para ver que A0 = f(U1; '1); (U2; '2)ges un atlas de clase C1 en M, basta comprobar que '2 �'�11 y '1 �'�12 son difeo-mor�smos. En efecto, por ejemplo, el primero'2 �'�11 : '1(U1 \ U2)! '2(U1 \ U2)est�a dado por('2 �'�11 )(x; y) = � (x; y) 6 < x < 8 0 < y < 2(10 + x; 2 � y) 2 < x < 4 0 < y < 2Ejemplo 1.20 Un espacio vectorial real E de dimensi�on �nita, tiene una estructuranatural de variedad.En efecto, si fe1; : : : ; eng es una base de E, entonces los elementos de su basedual f�1; : : : ; �ng de E� son las funciones coordenadas de un sistema de coordenadasglobales sobre E. Tal sistema de coordenadas determina una estructura diferenciableA sobre E. Esta estructura diferenciable es independiente de la base elegida, pues elcambio de coordenadas estar�a dado por una matriz de coe�cientes constantes y nosingular.Ejemplo 1.21 Sea f : IRn ! IR una funci�on continua, su grafo �f � IRn+1 es unavariedad n{dimensional.En �f = f (x1; : : : ; xn; xn+1)� xn+1 = f(x1; : : : ; xn) g, consideramos un atlasconstituido por una sola carta ' : U = �f ! IRn, de�nida como la proyecci�on sobrelas n primeras coordenadas: '(x1; : : : ; xn+1) = (x1; : : : ; xn). La aplicaci�on inversa'�1 est�a dada por '�1(x1; : : : ; xn) = (x1; : : : ; xn; f(x1; : : : ; xn))que es, evidentemente, continua.Ejemplo 1.22 Consideremos M1 = (IR;A1), donde el atlas A1 consta de la �unicacarta 1IR : IR ! IR, y la variedad M2 = (IR;A2), cuyo atlas est�a formado por lacarta ' : IR ! IR, de�nida por '(x) = x3. Entonces las variedades M1 y M2 sondistintas ya que '�1 no es de clase C1 en el origen.No obstante, estas variedades no son esencialmente distintas, como veremos enel Ejemplo 1.39.Ejemplo 1.23 El espacio de las con�guraciones en un sistema mec�anico es una va-riedad diferenciable de dimensi�on igual al n�umero de grados de libertad del sistema.1. El espacio de con�guraci�on de un p�endulo plano es representado como los pun-tos de una circunferencia tomando como coordenada el �angulo que el p�enduloforma con una direcci�on �ja.2. El p�endulo esf�erico, punto que dista una cantidad pre�jada de un punto �jo,tiene como espacio de con�guraci�on una esfera.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.3 Propiedades topol�ogicas de una variedad diferenciable 93. El espacio de con�guraci�on de un p�endulo doble plano (resp. esf�erico) esS1 � S1, es decir un toro (resp. S2 � S2).4. El espacio de con�guraci�on de un s�olido con un punto �jo es la variedadSO(3; IR) , constituida por las matrices ortogonales 3 � 3 con determinanteigual a 1; las coordenadas que describen esta variedad son los �angulos de Eulerque determinan la posici�on de una terna ortonormal respecto de otra.Se puede ver que SO(3; IR) es homeomorfo a la esfera S3 con los puntos dia-metralmente opuestos identi�cados, que es el espacio proyectivo real de tresdimensiones P3(IR).5. En toda la teor��a f��sica macrosc�opica el fen�omeno fundamental es el \suceso",punto de una variedad de cuatro dimensiones, del espacio{tiempo: de las cuatrocoordenadas, tres son intrepretadas como coordenadas espaciales y una comola coordenada temporal.Nota 1.24 Veremos m�as ejemplos de variedades en los p�arrafos dedicados al estudiode subvariedades diferenciables. En especial, en el de subgrupos de Lie.1.3 Propiedades topol�ogicas de una variedad diferenciableComentaremos aqu�� algunas propiedades topol�ogicas que posee una variedad dife-renciable, las cuales son consecuencia inmediata de las hip�otesis impuestas al espaciotopol�ogico subyacente. Dichas hip�otesis son muy poco restrictivas a la hora de con-siderar conjuntos sobre los que nos interesa de�nir una estructura diferenciable. Yadem�as, con estas restricciones topol�ogicas garantizamos que sobre una variedad sepueda de�nir conceptos como m�etrica, conexi�on e integral de una n{forma, entreotros.En los ejemplos de variedades diferenciables, que hemos rese~nado en el p�arrafoanterior, no nos hemos preocupado de que los conjuntos, sobre los que hemosconstruido atlas diferenciables, posean las propiedades topol�ogicas requeridas enla De�nici�on 1.2. Pues bien, que tales propiedades se cumplan, surge de alguno delos resultados que veremos a continuaci�on.Del hecho de ser localmente eucl��dea surgen las siguientes a�rmaciones:1. Una variedad diferenciable M es un espacio topol�ogico localmente compacto.2. Una variedad diferenciable M es localmente conexa.3. Una variedad diferenciable M es conexa si y s�olo si M es conexa por arcos.La comprobaci�on de las dos primeras a�rmaciones es inmediata, sin m�as queconsiderar los homeomor�smos locales. En cuanto a la tercera, basta con establecerque, para x 2 M, el conjunto Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



10 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesQ = fy 2 M� Existe un camino que une x con y gcoincide con M; esto es, demostrar que Q 6= �, abierto y cerrado.Nota 1.25 Supondremos, en caso de que una variedad n{dimensional M no seaconexa, que todas sus componentes conexas son de la misma dimensi�on.Como hemos dicho las variedades diferenciables que vamos a considerar son declase C1; apoy�andonos en el resultado de Whitney (ver pag. 5) para variedadesparacompactas. Por lo que se hace necesario recordar este concepto e indicar surelaci�on con las propiedades topol�ogicas impuestas a una variedad.De�nici�on 1.26 Un recubrimiento V = fV�g�2B de un espacio topol�ogico X sedice que es un re�namiento de un recubrimiento dado U = fU�g�2A si, paratodo elemento V� de V existe un elemento U� de U que lo contiene.Un recubrimientoU = fU�g�2A de un espacio topol�ogicoX es localmente�nito si para todo punto x 2 X, existe un conjunto abierto deX que contienea x y que intersecta s�olo a un n�umero �nito de elementos de U .Un espacio topol�ogico X se llama paracompacto si es Hausdor�, y todorecubrimiento abierto del mismo posee un re�namiento localmente �nito.Se tiene el siguiente resultado relativo a la paracompacidad de una variedaddiferenciable, que puede verse en cualquier libro de topolog��a general (3) o en [10,p�ag. 9]:Lema 1.27 Si X es un espacio topol�ogico localmente compacto, Hausdor� y se-gundo contable (por ejemplo, una variedad), entonces es paracompacto.Los Ejemplos 1.18 y 1.19 son casos de variedades abstractas, no de�nidas comosubconjuntos de espacios eucl��deos; en estos casos, se trata de espacios topol�ogicos co-cientes. Veamos pues los requisitos para que �estos tengan las propiedades topol�ogicasexigidas a una variedad.Sea X un espacio topol�ogico y � una relaci�on de equivalencia sobre X. Denota-mos por X=� el espacio topol�ogico cociente con la topolog��a can�onica (la que hacecontinua a la proyecci�on can�onica p : X ! X=�). Denotamos por [A] el saturadode A (es decir, [A] = Sa2Afx 2 X�x � ag ). Veamos qu�e condiciones debe cumplirla relaci�on de equivalencia � para que X=� sea segundo contable y Hausdor�:Lema 1.28 Una relaci�on de equivalencia � sobre X es abierta (i.e. [A] es abiertopara todo A � X abierto) si y s�olo si la proyecci�on can�onica p : X ! X=� esuna aplicaci�on abierta (i.e. la imagen de un abierto es un abierto). Cuando� es abierta y X tiene una base contable de conjuntos abiertos (i.e. X essegundo contable), entonces tambi�en X=� es segundo contable.(3)J.G. Hocking; G.S. Young .- Topolog��a. Editorial Revert�e. Barcelona. (p�ag. 85)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.3 Propiedades topol�ogicas de una variedad diferenciable 11Demostraci�on.- Sea A � X un subconjunto abierto. Ya que [A] = p�1(p(A)), si pes abierta (p(A) es abierto) [A] es abierto, por la de�nici�on de la topolog��a cociente.Rec��procamente, si [A] es abierto implica que p(A) es abierto, luego p es abierta.Ahora supongamos que � es abierta y X tiene una base contable de conjuntosabiertos U = fUigi2I. SiW es un subconjunto abierto de X=�, entonces p�1(W ) =Sj2JUj para alguna subfamilia de U y W = p(p�1(W )) = Sj2Jp(Uj ). Se concluye, alser p abierta, que fp(Ui)gi2I es una base de conjuntos abiertos para X=�.Lema 1.29 Sea � una relaci�on de equivalencia abierta en un espacio topol�ogicoX. Entonces R = f(x; y)�x � yg es un subconjunto cerrado del espacioX �X si y s�olo si el espacio topol�ogico cociente X=� es Hausdor�.Demostraci�on.- Supongamos que X=� es Hausdor� y que (x; y) 62 R, esto es,x 6� y. Entonces existen entornos abiertos disjuntos U de p(x) y V de p(y). SeaneU = p�1(U) y eV = p�1(V ), los cuales contienen a x y a y, respectivamente. Si elconjunto abierto eU � eV que contiene a (x; y) intersecta a R, entonces debe conteneral punto (x0; y0) tal que x0 � y0, esto es p(x0) = p(y0), lo que est�a en contradicci�onde la suposici�on de que U \ V = �. Esta contradicci�on demuestra que eU � eV nointersecta a R y, por tanto, R es cerrado.Inversamente, supongamos que R es cerrado. Dado cualquier par de puntosdistintos p(x); p(y) en X= �, existe un conjunto abierto de la forma eU � eV quecontiene a (x; y) y sin puntos comunes con R. Se sigue que U = p(eU ) y V = p(eV )son disjuntos. Por hip�otesis y por el Lema 1.28 se sigue que U y V son abiertos.As��, X=� es Hausdor�.Utilizando los Lemas 1.28 y 1.29 podemos establecer que el espacio topol�ogicosubyacente de la variedad del Ejemplo 1.18 satisface el segundo axioma de numera-bilidad y es separado:Espacio proyectivo. Veamos primero que es segundo contable:Seg�un el Lema 1.28, basta demostrar que la relaci�on de equivalencia � en IRn+1�f0g, que de�ne Pn(IR), es abierta. Sea '� : IRn+1�f0g ! IRn+1�f0g, la aplicaci�onde�nida por '�(x) = �x (� 2 IR�f0g), es claramente un homeomor�smo con inversa'�1� = '1=�, y si U � IRn+1� f0g es un conjunto abierto, [U ] = S�2IR�f0g'�(U) esabierto, pues '�(U) es un abierto.Necesitamos aplicar el Lema 1.29 para probar que Pn(IRn) es Hausdor�:Sea la funci�onf : (IRn+1 � f0g) � (IRn+1 � f0g) � IRn+1 � IRn+1 ! IRf(x; y) = f(x1; : : : ; xn+1; y1; : : : ; yn+1) =Xi 6=j (xiyj � xjyi)2:Entonces f es continua yR = f(x; y) 2 (IRn+1 � f0g)� (IRn+1 � f0g)�x � yg = f�1(0)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



12 1 Variedades diferenciables. Subvariedadeses un subconjunto cerrado de (IRn+1�f0g)�(IRn+1�f0g) y por consiguiente Pn(IR)es Hausdor�.1.4 Funciones y aplicaciones diferenciablesVamos a establecer el concepto de funci�on diferenciable en una variedadM y el deaplicaciones diferenciables entre variedades, para lo cual utilizaremos el lenguaje decartas locales y poder utilizar as�� el concepto de diferenciabilidad en IRn del C�alculo.De�nici�on 1.30 Sea M una variedad diferenciable. Una funci�on f : M ! IR sedice que es diferenciable (de clase C1) si para toda carta (U;'), f �'�1 :'(U) ! IR es una funci�on diferenciable de clase C1.Nota 1.31 La diferenciabilidad de f depende de la estructura diferenciable de My no de la elecci�on de las cartas; pues si (U;') y (V; �) son dos cartas de M conU \ V 6= �, f �'�1 es diferenciable si y s�olo si f ���1 es diferenciable. Esto esconsecuencia del hecho de serf �'�1 = (f ���1) � (� �'�1)y de que � �'�1 es siempre diferenciable por la propia de�nici�on de variedad dife-renciable.Representaremos por F(M) el conjunto de todas las aplicaciones diferenciablessobre M.Para el estudio local es natural no s�olo considerar funciones f : M ! IR de�ni-das en todo M sino tambi�en admitir funciones que est�en de�nidas solamente en unentorno de un punto de M:De�nici�on 1.32 Sea x un punto de la variedad diferenciable M. Una funci�on f sedice que es diferenciable de clase C1 en un entorno del punto x si su dominioDf es abierto, x 2 Df y f 2 F(Df ), cuando en Df se considera la estructuradiferenciable inducida por la de M.As�� pues, f es diferenciable en un entorno del punto x 2 Df , si para toda carta(U;') en M con x 2 U , la composici�on f �'�1 : '(Df \ U) ! IR es diferenciable declase C1.Denotaremos por F(x) el conjunto de las funciones diferenciables en el entornode x. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.4 Funciones y aplicaciones diferenciables 13Algebra de las funciones diferenciables en un entorno de un punto x de una variedadM: Si f; g 2 F(x) y � 2 IR, entonces f + g, fg y �f , de�nidas por(f +g)(y) = f(y)+g(y) (fg)(y) = f(y)g(y) (�f)(y) = �f(y); y 2 Df \Dgson funciones con dominio la intersecci�on de los dominios de f y de g y trivialmentef + g; fg; �f 2 F(x), puesto que para cada carta (U;'), con x 2 U , se tiene(f + g) �'�1 = (f �'�1) + (g �'�1);(fg) � '�1 = (f �'�1)(g �'�1); (�f) � '�1 = �(f �'�1):Con estas operaciones el conjunto F(x) se convierte en un �algebra.As�� mismo, el conjunto de las funciones diferenciables sobre M, F(M), se dota deuna estructura de �algebra.Ejemplo 1.33 Sea (U;') una carta en M, y sean (x1; : : : ; xn) las n funciones coor-denadas de la carta; es decir, xi = ri �'; i = 1; 2; : : : ; n, con ri : IRn ! IR lasproyecciones dadas por ri(a1; : : : ; an) = ai, que son diferenciables. Entonces, cadafunci�on coordenada xi 2 F(x); x 2 U . En efecto, basta tener en cuenta que, por lapropia de�nici�on xi �'�1 = ri; i = 1; 2; : : : ; n:De�nici�on 1.34 Sean M1 y M2 dos variedades diferenciables. Una aplicaci�on F :M1 ! M2 se dice que es diferenciable (de clase C1) si para todo x 2 M1existe una carta (U1; '1) alrededor de x y una carta (U2; '2) alrededor deF (x) con F (U1) � U2 y tal que'2 �F �'�11 : '(U1) � IRn1 ! IRn2es diferenciable (Fig. 1.4).Nota 1.35 De esta de�nici�on se sigue que la aplicaci�on F es continua, pues si Bes un abierto de M2 que contiene a F (x), '2(U2 \ B) es un abierto de IRn2 y('2 �F �'�11 )�1�'2(U2 \B)� es un abierto de IRn1 (n1; n2 dimensiones de M1 y M2,respectivamente), luego A = '�11 �('2 �F �'�11 )�1�'2(U2 \ B)�� es un abierto deM1 y se veri�ca F (A) � B; es decir, F es continua.Si imponemos de antemano que la aplicaci�on F : M1 ! M2 sea continua, siemprese puede lograr la condici�on de la de�nici�on: F (U1) � U2.Adem�as, es claro que la de�nici�on dada no depende de las cartas tomadas.Veamos ahora una caracterizaci�on equivalente de aplicaci�on diferenciable entrevariedades: Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



14 1 Variedades diferenciables. Subvariedades
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Fig. 1.4: Aplicaciones diferenciablesProposici�on 1.36 Sean M1 y M2 dos variedades diferenciables y F : M1 ! M2una aplicaci�on continua, entonces F es diferenciable si y s�olo si para todafunci�on diferenciable f :W �M2 ! IR, W abierto, f �F es diferenciable enF�1(W ):Demostraci�on.- Sean x 2 M1, W un abierto de M2 que contiene a F (x) y unafunci�on f 2 F(W ), demostremos que f �F 2 F(x).Si (U1; '1) y (U2; '2) son cartas alrededor de x y F (x), respectivamente, talesque F (U1) � U2, entonces U1 \ F�1(U2) es un entorno abierto de x. As��, al ser Fdiferenciable en x y f 2 F(F (x)), resulta que '2 �F �'�11 es diferenciable en '1(x)y f �'�12 es diferenciable en '2(F (x)). Luegof �F �'�11 = (f �'�12 ) � ('2 �F �'�11 )es diferenciable en '1(x); lo que quiere decir que f �F es diferenciable en x.Rec��procamente, para probar que F es diferenciable, tenemos que establecer que'2 �F �'�11 es diferenciable, o, lo que es equivalente, que sus funciones componentes:sj �'2 �F �'�11 = yj �F �'�11son diferenciables, donde sj : IRn2 ! IR y '2 = (y1; : : : ; yn2). Lo cual es cierto, puesbasta tomar f = yj ; (j = 1; : : : ; n2).Denotamos por F(M1;M2) al conjunto de las aplicaciones diferenciables de M1en M2.Ejemplo 1.37 Si (U�; '�) es una carta local en una variedadM y seaO� = '�(U�),abierto en IRn, entonces'� 2 F(U�;O�) y '�1� 2 F(O�; U�):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas 15En efecto, si 1O� : O� !O� es la carta identidad en O�, se tiene que1O� �'� �'�1� = 1O� y '� �'�1� � 1�1O� = 1O� :De�nici�on 1.38 Dos variedades diferenciablesM1 y M2 se dice que son difeomorfassi existe una aplicaci�on diferenciable F : M1 ! M2 que admita inversaF�1 : M2 ! M1 diferenciable. A una tal F se le denomina difeomor�smo.Ejemplo 1.39 Si M1 y M2 son las variedades del Ejemplo 1.22, y F : M1 ! M2,est�a dada por x 7! F (x) = x1=3, es un difeomor�smo. Sin embargo, G : M1 ! M2,de�nida por x 7! G(x) = x, es diferenciable, pero su inversa no lo es.Nota 1.40 Dos variedades difeomorfas son necesariamente homeomorfas. El pro-blema estriba en saber si dos variedades diferenciables homeomorfas son difeomorfas.Se demuestra que lo son si la dimensi�on es 1, 2 o 3. En el caso general es preciso decirque ello no es siempre posible, despu�es del descubrimiento de Milnor (4) de la exis-tencia de 15 estructuras diferenciables no difeomorfas sobre la esfera S7, resultadoextendido a S9, S15 y S31.1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidasUn concepto de gran importancia en la teor��a local de las variedades diferenciableses el de espacio tangente en un punto. Si imaginamos que la variedad est�a inmersaen el espacio eucl��deo IRn, resulta intuitivo hacer corresponder a cada p 2 M uncierto espacio vectorial: el espacio de los vectores tangentes a M en p; es decir,los vectores tangentes a las curvas sobre M que pasan por p. As��, en la esferaS2 = f~x 2 IR3�k~xk = 1g inmersa en IR3, el plano tangente en un punto p (Ejercicio 17o Corolario 1.81) es el conjunto de vectores ortogonales al vector posici�on ~p, es decir,f~v 2 IR3�~v � ~p = 0gComo, en general, tal inmersi�on no viene dada can�onicamente, hemos de describirel espacio tangente mediante propiedades intr��nsecas de la variedad. Esto es, recurrira las cartas que forman el atlas que describe su estructura diferenciable. As��, yvolviendo al caso de super�cies en IR3, un vector tangente ~v a una super�cie M enun punto p contenido en la imagen de una representaci�on param�etrica local~x : A � IR2 !M � IR3 (u1; u2) 7! ~x(u1; u2)viene dado por ~v = v1 @~x@u1 + v2 @~x@u2(4)J. Milnor.- On manifolds homeomorphic to the 7{sphere. Ann. of Math., 64(1956), p�ag. 399{405. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



16 1 Variedades diferenciables. Subvariedadeses decir, un vector est�a determinado por un par de n�umeros reales (v1; v2), res-pecto a una representaci�on param�etrica dada, que son sus componentes en la basef@~x=@u1; @~x=@u2g.De nuevo aqu��, recurrimos a vectores tangentes en IR3, pero �estos se puedenentender como una aplicaci�on que asigna a cada funci�on diferenciable un n�umeroreal determinado por el valor de la derivada direccional con respecto a ellos, en supunto de aplicaci�on. Y a esta interpretaci�on de vector es a la que acudiremos en unavariedad.De�nici�on 1.41 Un vector tangente a una variedad diferenciable M de dimensi�onn en un punto x 2 M, es una aplicaci�onv : F(x) ! IR;tal que �jada una carta coordenada (U;') en M con x 2 U , existe unan�upla (a1; : : : ; an) de n�umeros reales tal que, para toda f 2 F(x):v(f) = nXi=1 ai @(f �'�1)@ri j'(x):Observemos que si v : F(x) ! IR es una aplicaci�on que veri�ca esta propiedadrelativamente a una carta coordenada (U;') con x 2 U , la misma propiedad severi�ca tambi�en para cualquier carta coordenada (V; �) con x 2 V ; es decir, existeuna n{upla (b1; : : : ; bn) de n�umeros reales tal que, 8f 2 F(x),v(f) = nXj=1 bj @(f ���1)@rj j�(x):En efecto, supongamos que v tiene a (a1; : : : ; an) como n{upla asociada a la carta(U;'), entonces:v(f) = nXi=1 ai @(f �'�1)@ri j'(x) = nXi=1 ai @(f ���1 � � �'�1)@ri j'(x) =(�)= nXi=1 ai0@ nXj=1 @(f � ��1)@rj j�(x) @(rj �� �'�1)@ri j'(x)1A == nXi=1 ai0@ nXj=1 @(f � ��1)@rj j�(x) J ji (� �'�1)j'(x)1A == nXj=1 nX1=1 aiJ ji (� �'�1)j'(x)! @(f ���1)@rj j�(x) = nXj=1 bj @(f � ��1)@rj j�(x)donde �J ji (� �'�1)� es la matriz jacobiana de la aplicaci�on � �'�1.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas 17Por tanto v(f) = nXj=1 bj @(f ���1)@rj j�(x):donde bj = nXi=1 ai J ji (� �'�1)j'(x):En consecuencia, esto signi�ca que, para que una aplicaci�on v : F(x) ! IR seaun vector tangente en x 2 M, basta con que veri�que la condici�on exigida en lade�nici�on con respecto a una carta coordenada (U;') para que autom�aticamente lasatisfaga para todas las cartas coordenadas.Para un punto x 2 M, representamos por Tx(M) el conjunto de los vectorestangentes a M en x, al que llamaremos espacio tangente a la variedad M en x.Sea ahora (U;') una carta coordenada con x 2 U , y sean (x1; : : : ; xn) las fun-ciones coordenadas de esta carta. Para cada i = 1; 2; : : : ; n, de�nimos:@@xi : F(x) ! IR por @@xi (f) = @(f �'�1)@ri j'(x); 8f 2 F(x)y observemos que @@xi 2 Tx(M) trivialmente, puesto que la n{upla de n�umeros realesque le corresponde, relativamente a la carta (U;'), es (0; : : : ; 1; : : : ; 0), con el 1 enel i{�esimo lugar.Proposici�on 1.42 Sea M una variedad diferenciable de dimensi�on n. El espaciotangente Tx(M) en un punto x es un espacio vectorial sobre el cuerpo de losn�umeros reales IR de dimensi�on n. Si (U;') es una carta coordenada conx 2 U y (x1; : : : ; xn) sus funciones coordenadas, f @@xi ; : : : ; @@xn g constituyeuna base de Tx(M), denominada base can�onica o natural asociada a la carta(U;').(*) Regla de la cadena:Dada una funci�on G : IRn ! IR de n variables, G(x) = G(x1; : : : ; xn), y si cadauna de las variables es reemplazada por una funci�on, xk = F k(z), de otra variablez, m{dimensional, z = (z1; : : : ; zm). La funci�on compuesta H, as�� formada, es unafunci�on de m variables z1; : : : ; zm, y la regla de la cadena, en este caso, consiste enun conjunto de m f�ormulas, una para cada derivada parcial D1H; : : : ;DmH, cuyaf�ormula para DrH(z) es�DrH�(z) = nXk=1�DkG�(F (z)) �DrF k�(z) (r = 1; : : : ;m):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



18 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesDemostraci�on.- De forma natural, a Tx(M) se le dota de una estructura de espaciovectorial sobre el cuerpo de los n�umeros reales como sigue: si v; v1; v2 2 Tx(M) y� 2 IR, de�nimosv1 + v2 : F(x) ! IR �v : F(x) ! IR(v1 + v2)(f) = v1(f) + v2(f) (�v)(f) = � v(f) 8f 2 F(x):Para ver que v1 + v2; �v 2 Tx(M), observemos que dada una carta coordenada(U;') con x 2 U , (a11; : : : ; an1 ), (a12; : : : ; an2 ) y (a1; : : : ; an) las n{uplas de n�umerosreales asociados a v1, v2 y v respectivamente, entonces (a11 + a12; : : : ; an1 + an2 ) esla n{upla asociada a v1 + v2 y (�a1; : : : ; �an) es la n{upla asociada a �v, ambasrelativamente a la carta (U;').Veamos ahora que f @@x1 ; : : : ; @@xn g constituyen un sistema generador de Tx(M).Sea v 2 Tx(M); entonces, asociado a la carta (U;'), v determina una n{upla den�umeros reales (a1; : : : ; an) de forma que, para f 2 F(x) arbitraria,v(f) = nXi=1 ai @(f �'�1)@ri j'(x) = nXi=1 ai @@xi (f) =  nXi=1 ai @@xi! (f);luego v = nXi=1 ai @@xiy, por tanto, f @@x1 ; : : : ; @@xn g generan Tx(M).Veamos, �nalmente, que son linealmente independientes. Para ello, supongamosque tenemos una combinaci�on linealnXi=1 �i @@xi = 0;si se la aplicamos a cada xj 2 F(x), tenemos0 = nXi=1 �i @@xi (xj ) = nXi=1 �i @(xj �'�1)@ri j'(x) = nXi=1 �i @rj@ri j'(x) = nXi=1 �i�ji = �jluego �j = 0; 8j 2 f1; 2; : : : ; ng.Cambio de base de vectores tangentes can�onicos en un punto x 2 M:Sean (U;') y (V; �) dos cartas alrededor de un punto x 2 M, (x1; : : : ; xn) y(y1; : : : ; yn) las respectivas funciones coordenadas y, �nalmente, f @@x1 ; : : : ; @@xn g yf @@y1 ; : : : ; @@yn g las correspondientes bases can�onicas de Tx(M). Vamos a obtener lamatriz que expresa el cambio de una base a otra.Para obtenerla, observemos que, 8f 2 F(x) y cada i = 1; 2; : : : ; n,@@xi (f) = @(f �'�1)@ri j'(x) = @(f � ��1 � � �'�1)@ri j'(x) =Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas 19= nXj=1 @(f � ��1)@rj j�(x)@(rj �� �'�1)@ri j'(x)pero rj � � = yj , para j = 1; 2; : : : ; n, luego@@xi (f) = nXj=1 @(yj �'�1)@ri j'(x) @(f � ��1)@rj j�(x) == nXj=1 @@xi (yj) @@yj (f) = 0@ nXj=1 @@xi (yj) @@yj1A (f);y como f es arbitraria, se sigue@@xi = nXj=1 @@xi (yj ) @@yjlo que signi�ca que � @@xi (yj )� es la matriz cuadrada de orden n que da el cambiode base correspondiente a un cambio de cartas. Conviene observar, para clari�carlas cosas, que se trata de una matriz num�erica cuyos t�erminos est�an dados por@@xi (yj ) = @(yj �'�1)@ri j'(x) = @(rj � � �'�1)@ri j'(x);se trata pues de la matriz jacobiana de la aplicaci�on � �'�1 de cambio de coordenadasvaluada en el punto '(x).Proposici�on 1.43 Todo vector tangente v 2 Tx(M) satisface las siguientes propie-dades, para f; g 2 F(x) y � 2 IR arbitrarios:1) v(f + g) = v(f) + v(g)2) v(�f) = �v(f)3) v(fg) = v(f)g(x) + f(x)v(g):Demostraci�on.- Las tres propiedades se demuestran de forma an�aloga; centr�emo-nos, por tanto, en una de ellas, por ejemplo en la tercera.Para ello, tomemos una carta (U;') arbitraria con x 2 U y sea (a1; : : : ; an)la n{upla de n�umeros reales que determina a v en este sistema de coordenadas.Entonces Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



20 1 Variedades diferenciables. Subvariedadesv(fg) = nXi=1 ai @�(fg) �'�1�@ri j'(x) = nXi=1 ai @�(f �'�1)(g �'�1)�@ri j'(x) == nXi=1 ai�@(f �'�1)@ri j'(x)(g �'�1)('(x)) + (f �'�1)('(x))@(g �'�1)@ri j'(x)� == nXi=1 ai @(f �'�1)@ri j'(x)g(x) + nXi=1 aif(x)@(g �'�1)@ri j'(x) ==  nXi=1 ai @(f �'�1)@ri j'(x)! g(x) + f(x) nXi=1 ai @(g �'�1)@ri j'(x)! == v(f) g(x) + f(x) v(g):Es importante se~nalar que las propiedades 1), 2) y 3) de esta Proposici�on carac-terizan totalmente a los vectores tangentes en x 2 M, las cuales se resumen diciendoque la aplicaci�on v : F(x) ! IR es una derivaci�on. Es decir, de forma equivalente ala que hemos dado, se puede de�nir Tx(M) como el conjunto de las derivacionesD(x) = fv : F(x) ! IR� v es una derivaci�on g:Para establecer esta equivalencia, observemos, en primer lugar, que D(x) es unespacio vectorial sobre el cuerpo de los n�umeros reales con las operaciones(v + w)(f) = v(f) +w(f); (�v)(f) = � v(f) 8v;w 2 D(x) y � 2 IR:Para ver que Tx(M) y D(x) coinciden, necesitamos el siguiente lema:Lema 1.44 Sea (U;') un sistema coordenado alrededor de x0 2 M, con fun-ciones coordenadas (x1; : : : ; xn) y tal que xi(x0) = 0; i = 1; 2; : : : ; n y'(U) = Bn0 ("). Entonces para toda funci�on f 2 F(x0), existen n funcionesf1; : : : ; fn 2 F(x0), tal quef(x) = f(x0) + nXi=1 xi(x)fi(x)para x en un entorno de x0.Demostraci�on.- Sea la funci�on diferenciable F = f �'�1 : Bn0 (") � IRn ! IR;para (�1; : : : ; �n) 2 Bn0 ("), ponemosF (�1; : : : ; �n) == F (�1; : : : ; �n) � F (�1; : : : ; �n�1; 0) + F (�1; : : : ; �n�1; 0)� F (�1; : : : ; �n�2; 0; 0) + F (�1; : : : ; �n�2; 0; 0) + � � �� F (�1; 0; : : : ; 0) + F (�1; 0; : : : ; 0) � F (0; : : : ; 0) + F (0; : : : ; 0) =Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas 21= nXi=1 �F (�1; : : : ; �i�1; t�i; 0; : : : ; 0)�10 + F (0; : : : ; 0) == F (0; : : : ; 0) + nXi=1 Z 10 @F@ri (�1; : : : ; �i�1; t�i; 0; : : : ; 0)�i dt == F (0; : : : ; 0) + nXi=1 �iFi(�1; : : : ; �n)donde las Fi, de�nidas por Fi(�1; : : : ; �n) = R 10 @F@ri (�1; : : : ; �i�1; t�i; 0; : : : ; 0) dt esdiferenciable. Poniendo fi = Fi �', para i = 1; 2; : : : ; n, queda probado el lema.Proposici�on 1.45 Existe un isomor�smo entre los vectores tangentes en x0 a M yel conjunto de las derivaciones D(x0).Demostraci�on.- Todo vector tangente v 2 Tx0(M) veri�ca las propiedades de laProposici�on 1.43, luego es un elemento de D(x0). En particular los elementos de labase can�onica f @@x1 ; : : : ; @@xn g � D(x0).Para establecer la otra inclusi�on, observemos en primer lugar quev(c) = 0 para v 2 D(x0) y c 2 IRpues v(c) = v(c1) = cv(1) = cv(1 � 1) = c(1v(1) + 1v(1)) = 2cv(1), as�� cv(1) = 0 y,por tanto, v(c) = 0.Tomemos ahora una carta local (U;') de funciones coordenadas (x1; : : : ; xn)alrededor de x0, tal que (ver Nota 1.4) '(x0) = 0 y '(U) = Bn0 ("). Demostremos,que para todo v 2 D(x0), se tiene:v = nXi=1 v(xi) @@xi :En efecto, 8f 2 F(x0) se tiene, utilizando el lema anterior:v(f) = v�f(x0) + nXi=1 xifi� = nXi=1�v(xi)fi(x0) + xi(x0)v(fi)� == nXi=1 v(xi) @f@xi (x0) =  nXi=1 v(xi) @@xi! (f):Vamos a asociar a cada aplicaci�on diferenciable entre variedades una aplicaci�onlineal entre sus espacios tangentes.Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n, respectivamente, yF : M ! N una aplicaci�on diferenciable. Dado un punto x 2 M, consideremos suVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



22 1 Variedades diferenciables. Subvariedadespunto imagen F (x) 2 N, y los espacios tangentes Tx(M) y TF (x)(N). Para v 2 Tx(M),vector tangente en el punto x 2 M, de�nimosF�(v) : F�F (x)� ! IRcomo la aplicaci�on dada por[F�(v)](h) = v(h �F ); 8h 2 F�F (x)�Observemos que esta aplicaci�on est�a bien de�nida, puesto que h �F 2 F(x), alser h y F diferenciables.Proposici�on 1.46 Para cada v 2 Tx(M), F�(v) 2 TF (x)(N) y la aplicaci�onF� : Tx(M)! TF (x)(N) v 7! F�(v)es lineal (i.e. homomor�smo entre espacios vectoriales).Demostraci�on.- Para ver que F�(v) 2 TF (x)(N) tendremos que probar que si (V; �)es una carta local en N, con F (x) 2 V , existe una n{upla (b1; : : : ; bn) de n�umerosreales de forma que[F�(v)](h) = nXj=1 bj @(h � ��1)@sj j�(F (x)) 8h 2 F(F (x))donde sj : IRn ! IR es la j{�esima proyecci�on.Para ello, consideremos una carta local arbitraria (U;') en M con x 2 U , y sea(a1; : : : ; am) la m{upla de n�umeros reales tales quev(f) = mXi=1 ai @(f �'�1)@ri j'(x) 8f 2 F(x)donde ri : IRm ! IR es la i{�esima proyecci�on.Recordemos que, si (x1; : : : ; xm) y (y1; : : : ; yn) son las funciones coordenadas delas cartas (U;') y (V; �), entonces � @@x1 ; : : : ; @@xm	 y n @@y1 ; : : : ; @@yno son bases deTx(M) y TF (x)(N) respectivamente. Se deduce, para h 2 F(F (x)), que:[F�(v)](h) = v(h �F ) = mXi=1 ai @@xi (h �F ) = mXi=1 ai @(h �F �'�1)@ri j'(x) == mXi=1 ai @(h � ��1 �� �F �'�1)@ri j'(x) =Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas 23= mXi=1 ai0@ nXj=1 @(h � ��1)@sj j�(F (x))@(sj �� �F �'�1)@ri j'(x)1A == nXj=1 mXi=1 ai @(yj �F �'�1)@ri j'(x)! @(h ���1)@sj j�(F (x)) == nXj=1 bj @(h � ��1)@sj j�(F (x)):Por tanto, F�(v) 2 TF (x)(N).Como h es arbitraria, de aqu�� se sigueF�(v) = nXj=1 bj @@yj con bj = v(yj �F ); (j = 1; 2; : : : ; n):Adem�as, estas mismas expresiones nos permiten deducir que F� es un homomor-�smo entre espacios vectoriales y deducir cual es la matriz de n�umeros reales quetiene asociada con respecto a las bases can�onicas � @@x1 ; : : : ; @@xm 	 y n @@y1 ; : : : ; @@yno.En efecto F�( @@xi ) = nXj=1 @@xi (yj �F ) @@yjde lo que se sigue que F� es lineal, y est�a determinada por la matriz de coe�cientes:(F�)ji = @@xi (yj �F ) = @(sj �� �F �'�1)@ri j'(x) i 2 f1; 2; : : : ;mg j 2 f1; 2; : : : ; nges decir, que F� est�a representada por la matriz jacobiana, de m columnas y n �las,en el punto '(x), de la aplicaci�on � �F �'�1.De�nici�on 1.47 A la aplicaci�on lineal F� : Tx(M) ! TF (x)(N), inducida por laaplicaci�on diferenciable F : M ! N, entre los espacios tangentes en pun-tos correspondientes, le llamamos aplicaci�on lineal tangente de F , aplicaci�oninducida por F o tambi�en diferencial de F .Nota 1.48 Si hubiera necesidad de ello, para evitar confusiones, escribiremosF�(x),para indicar el punto de partida. Se suele tambien representar F� por dF ; sin em-bargo, no la utilizaremos y reservaremos la d para una situaci�on particular (funcionesdiferenciables), por una parte, y para el operador diferencial exterior (Teorema 2.53).Proposici�on 1.49 Sean F : M ! N y G : N ! P aplicaciones diferenciables entrevariedades. Entonces (G �F )� = G� �F�:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



24 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesDemostraci�on.- Para un punto x 2 M se tienen las aplicaciones inducidas:Tx(M) TF (x)(N) TG(F (x))(P)F� G�(G �F )�- -� �6Sean v 2 Tx(M) y h 2 F�G(F (x))� arbitrarios, entonces:[(G � F )�(v)](h) = v�h � (G �F )� = v�(h �G) � F � == [F�(v)](h �G) = [G��F�(v)�](h) = [(G� �F�)(v)](h)y como v y h son arbitrarios se sigue: G� �F� = (G �F )�.Ejemplo 1.50 Sea M una variedad diferenciable y U � M un conjunto abierto.Entonces U tiene una estructura de variedad diferenciable, la inducida por la de M(Ejemplo 1.14), y la inclusi�on i : U ! M es una aplicaci�on diferenciable. Adem�as,8f 2 F(M); fjU 2 F(U). Por �ultimo,i� : Tx(U) ! Tx(M); 8x 2 Ues un isomor�smo, con lo que podemos identi�car estos espacios tangentes.Nota 1.51 Curvas sobre una variedad:Consideraremos las curvas como un caso particular de aplicaciones entre varie-dades, pues trataremos con curvas parametrizadas.Una curva en una variedad M es una aplicaci�on diferenciable de un intervaloabierto de IR en M. A menudo hableremos de una curva : [a; b] � IR!M;donde [a; b] es un intervalo cerrado de IR, y en este caso suponemos que  admiteuna extensi�on diferenciable a un abierto de IR que contiene al intervalo [a; b].Sea  : I ! M, con I � IR un intervalo, una curva diferenciable sobre M. Paracada t 2 I, el vector tangente a la curva en el punto (t) es, por de�nici�on_(t) = �� ddr jt� 2 T(t)(M);donde ddr es el vector b�asico asociado a la coordenada r de IR.Si (x1; : : : ; xn) es un sistema de coordenadas locales alrededor del punto (t),entonces _(t) = nXi=1 d(xi � )dr jt @@xi j(t):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas 25Habiendo de�nido los conceptos de curva y de vector tangente, podemos ahoradar una interpretaci�on geom�etrica de la aplicaci�on F� inducida por la aplicaci�ondiferenciable entre variedades F : M! N.Si v 2 Tx(M) tomemos una curva  sobreM tal que (0) = x y _(0) = v; entoncesF �  es una curva en N, veri�c�andose (F � )(0) = F (x) y tambi�en _F � (0) = F�(v).Observemos que tal curva  existe, sin m�as que considerar una carta (U;')alrededor de x 2 M y tomar, por ejemplo, la imagen mediante '�1 de un segmentode la recta en IRn que pasa por '(x) y tiene la direcci�on del vector '�(v). Tambi�enobservemos que la obtenci�on del vector F�(v), no depende de la curva elegida contal que pase por x y sea tangente a v.As�� pues, para hallar la imagen de un vector v 2 Tx(M), trazamos una curva a laque el vector v es tangente, hallamos su imagen en N y tomamos el vector tangenteen esta curva, obteni�endose el vector F�(v).De�nici�on 1.52 Denominamos espacio cotangente en el punto x de la variedaddiferenciable M al espacio vectorial real T �x (M) dual del espacio tangenteTx(M) en x.Un elemento ! 2 T �x (M) es, por de�nici�on, una aplicaci�on lineal ! : Tx(M)! IR,al cual denominaremos, indistintamente, vector cotangente, covector o 1{forma en elpunto x.Si �U; (x1; : : : ; xn)� es una carta local con x 2 U , la base can�onica � @@x1 ; : : : ; @@xn	de Tx(M) nos permite de�nir por dualidad una base natural en el espacio cotangenteT �x (M) cuyos elementos los representamos por fdx1; : : : ; dxng y que est�an de�nidospor dxi� @@xj� = �ijdonde �ij son los deltas de Kronecker: �ij = 0; si i 6= j; �ij = 1; si i = j:Veamos ahora que la aplicaci�on lineal tangente de una funci�on real se puedeconsiderar como un elemento del espacio cotangente:Sea f 2 F(M) y x 2 M, entones f induce, de forma natural, una aplicaci�on linealf� : Tx(M)! Tf(x)(IR)y, si se considera el isomor�smo natural,�f(x) : Tf(x)(IR)! IR dado por � ddr 7! �;siendo r : IR! IR la funci�on coordenada en IR. Obtenemos la aplicaci�ondf = �f(x) � f� : Tx(M)! IR.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



26 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesVeamos c�omo est�a de�nida df ; para ello, si v 2 Tx(M), ponemos f�(v) = � ddr , as��df(v) = (�f(x) � f�)(v) = �f(x)�� ddr� = �y tan solo nos queda por determinar este n�umero real �:� = �� ddr� (r) = �f�(v)�(r) = v(r � f) = v(f)por tanto, df(v) = v(f) 8v 2 Tx(M)Como consecuencia de esta relaci�on, se tienen las siguientes propiedades, parav; v0 2 Tx(M) y a 2 IR:df(v + v0) = (v + v0)(f) = v(f) + v0(f) = df(v) + df(v0)df(av) = (av)(f) = a(v(f)) = a df(v)y, por tanto, df 2 T �x (M).De�nici�on 1.53 Para cada f 2 F(x), el elemento df 2 T �x (M), de�nido por df(v) =v(f); 8v 2 Tx(M), se denomina diferencial de la funci�on f en el punto x 2 M.Nota 1.54 Obs�ervese que, en el caso particular de M = IRn, df es la diferencialordinaria. Adem�as, queda justi�cada la notaci�on para los elementos de la base dualfdx1; : : : ; dxng de T �x (M), asociada a una carta local (U; (x1; : : : ; xn)), pues de hecho,como xi : U ! IR, dxi es la diferencial de xi.Si f 2 F(x), x 2 U , entoncesdf = nXi=1 @@xi (f) dxi:En particular, si �V; (y1; : : : ; yn)� es otra carta coordenada alrededor del puntox, entonces la relaci�on entre las bases naturales fdx1; : : : ; dxng y fdy1; : : : ; dyng enT �x (M) se expresa por dyj = nXi=1 @@xi (yj)dxiVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.5 Espacio tangente y cotangente. Aplicaciones inducidas 27As�� como una aplicaci�on diferenciable entre variedades F : M ! N induce unaaplicaci�on lineal entre los espacios tangentes, veamos que ella tambi�en induce unaaplicaci�on lineal entre los espacios cotangentes en puntos correspondientes. Para ellos�olo tenemos que considerar la aplicaci�on traspuesta de F�.Sean T �x (M) y T �F (x)(N) los espacios contangente en x 2 M y en su punto imagenF (x) 2 N. Para ! 2 T �F (x)(N), 1{forma en el punto F (x) 2 N, de�nimosF �(!) : Tx(M)! IRcomo la aplicaci�on dada por[F �(!)](v) = !�F�(v)�; 8v 2 Tx(M)De�nici�on 1.55 Si F : M ! N es una aplicaci�on diferenciable, x 2 M, un puntode M, y ! 2 T �F (x)(N), a la 1{forma F �(!) 2 T �x (M) se le domina imagenrec��proca de ! por F .Proposici�on 1.56 Sean F : M ! N y G : N ! P aplicaciones diferenciables entrevariedades. Entonces (G � F )� = F � �G�:Demostraci�on.- Para un punto x 2 M se tienen las aplicaciones inducidas entrelos espacios cotangentes:T �G(F (x))(P) T �F (x)(N) T �x (M)G� F �(G � F )�- -� �6Sean ! 2 T �G(F (x))(P) y v 2 Tx(M) arbitrarios, entonces:[(G � F )�(!)](v) = !�(G �F )�(v)� = !�G��F�(v)�� == [G�(!)]�F�(v)� = �F �[G�(!)]�(v)y como v y ! son arbitrarios se sigue: F � �G� = (G �F )�.Nota 1.57 Si x 2 M, F : M ! N aplicaci�on diferenciable y f : N ! IR funci�ondiferenciable, como df 2 T �F (x)(N), se tieneF �(df) = d(f �F );pues, [F �(df)](v) = df�F�(v)� = [F�(v)](f) = v(f �F ) = d(f �F )(v), 8v 2 Tx(M).Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



28 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesEn particular, si (V; (y1; : : : ; yn)) es una carta coordenada alrededor de F (x)F �(dyj) = d(yj �F ) = mXi=1 @@xi (yj �F ) dxi; 8j 2 f1; 2; : : : ; ng:Esto nos permite calcular los t�erminos de la matriz asociada la aplicaci�on linealF � : T �F (x)(N) ! T �x (M) respecto a los sistemas coordenados (U;' = (x1; : : : ; xm)),(V; � = (y1; : : : ; yn)) alrededor de x 2 M y F (x) 2 N, respectivamente:(F �)ji = @@xi (yj �F ) = @@ri (yj �F �'�1) = @@ri (sj � � �F �'�1);Se trata de una matriz de n columnas y m �las, que es la traspuesta de la matrizasociada a F�, respecto de estos mismos sistemas de coordenadas.1.6 Rango de una aplicaci�on diferenciableSea F : N ! M una aplicaci�on diferenciable entre variedades diferenciables dedimensiones n y m, respectivamente, y sea x 2 N. Si (U;') y (V; �) son sistemascoordenados locales alrededor de x y de F (x), respectivamente, tales que F (U) � V ,entonces tenemos la correspondiente expresi�on de F en coordenadas locales:bF = � �F �'�1 : '(U) ! �(V )(�1; : : : ; �n) 7�! bF (�1; : : : ; �n) = �F 1(�1; : : : ; �n); : : : ; Fm(�1; : : : ; �n)�:De�nici�on 1.58 El rango de F en x es el rango de la matriz jacobiana de bF en'(x).As��, el rango de F en x es es el rango en '(x) de la matriz0BBBBB@ @F 1@r1 � � � @F 1@rn� � � � � � � � �@Fm@r1 � � � @Fm@rn 1CCCCCA'(x)Esta de�nici�on debe ser independiente de la elecci�on de las coordenadas. Paralo cual basta observar que la matriz anterior es la asociada a la aplicaci�on linealinducida entre los espacios tangentes Tx(N) en x a N y TF (x)(M) en F (x) a M,relativamente a las cartas (U;') y (V; �):F� : Tx(N)! TF (x)(M)pues, F j = sj � � �F �'�1, para j = 1; : : : ;m. As��, podemos dar la siguientede�nici�on equivalente: Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.6 Rango de una aplicaci�on diferenciable 29
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εCn( )0 εCm( )0Fig. 1.5: Teorema del rangoDe�nici�on 1.59 Se llama rango de F en x al rango de la aplicaci�on lineal inducidaF� : Tx(N) ! TF (x)(M).Proposici�on 1.60 (Teorema del rango) Sea F : N! M una aplicaci�on diferen-ciable entre variedades de dimensiones n y m, respectivamente, y supon-gamos que rangoF = k en todo punto de N. Si x 2 N, entonces existensistemas coordenados (U;') y (V; �) alrededor de x y de F (x) tales que'(x) = 0 2 IRn; '(U) = Cn0 (") y �(F (x)) = 0 2 IRm; �(V ) = Cm0 (") y laexpresi�on de F en coordenadas, bF = � �F �'�1, est�a dada porbF (�1; : : : ; �n) = (�1; : : : ; �k; 0; : : : ; 0):Demostraci�on.- Sean (U 0; '0) una carta alrededor de x en N y (V 0; �0) una cartaalrededor del punto F (x) en M, veri�c�andose F (U 0) � V 0, entonces la aplicaci�on�0 �F �'0�1 : '0(U 0) � IRn ! �0(V 0) � IRmVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



30 1 Variedades diferenciables. Subvariedadeses diferenciable y de rango constante igual a k en '0(U 0), entonces existen (en virtuddel teorema del rango entre espacios eucl��deos) conjuntos abiertos A � '0(U 0) y B ��0(V 0) con '0(x) 2 A y �0(F (x)) 2 B, y existen difeomor�smosG : A ! Cn0 (") � IRny H : B ! Cm0 (") � IRm, veri�cando �H � (�0 �F �'0�1) �G�1�(Cn0 (")) � Cm0 ("), talque esta aplicaci�on se expresa en la forma simple�H � (�0 �F �'0�1) �G�1�(�1; : : : ; �n) = (�1; : : : ; �k; 0; : : : ; 0):Consideremos ahora las cartas(U;') � �'0�1(A); G � '0j'0�1(A)� alrededor de x;(V; �) � ��0�1(B);H ��0j�0�1(B)� alrededor de F (x);con lo que� �F �'�1 : '(U) = Cn0 (") ! �(V ) = Cm0 ("); (�1; : : : ; �n) 7�! (�1; : : : ; �k; 0; : : : ; 0):(ver Fig. 1.5)1.7 Subvariedades inmersas y embebidas o regularesEn esta secci�on discutiremos varios tipos de subvariedades de una variedad dife-renciable. Este t�ermino es usado en m�as de un sentido en la bibliograf��a; sin embargo,todos coinciden en que una subvariedad N de una variedad diferenciable M es unsubconjunto que a su vez es una variedad diferenciable. La confusi�on surge de que sideber��a o no requerirse que fuera un subespacio topol�ogico de M, esto es, que tengala topolog��a relativa. Adoptaremos la de�nici�on m�as usual, a saber, una subvariedaddiferenciable es la imagen N = F (N0) en M de una aplicaci�on F : N0 ! M inyectivay tal que rangoF = dimN0, N con la topolog��a y estructura diferenciable que hacea F : N0 ! N un difeomor�smo. Nos referiremos a N en este caso como subvariedadinmersa. Como demuestran los Ejemplos 1.68 y 1.69, la estructura diferenciable deN puede tener una oscura y complicada relaci�on con la de M. Una noci�on m�as na-tural que desarrollaremos, es la de subvariedad regular, que como su nombre indica,ser�a un caso especial del anterior. Es m�as natural ya que su topolog��a y estructuradiferenciable se derivan directamente de la de M. Pasamos a exponer con detalleestos conceptos.De�nici�on 1.61 Decimos que una aplicaci�on diferenciable F : N ! M es unainmersi�on de N en M si el rangoF = dimN en todo punto; es decir, si F�(x)es inyectiva para todo x 2 N . Y se dice que F es submersi�on de N en M siel rangoF = dimM en todo punto; es decir, si F�(x) es sobreyectiva paratodo x 2 N. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.7 Subvariedades inmersas y embebidas o regulares 31De�nici�on 1.62 Si F : N!M es una inmersi�on inyectiva, entonces decimos que laimagen F (N), dotada de la estructura diferenciable que hace a F : N! F (N)un difeomor�smo, es una subvariedad (o subvariedad inmersa) de M.F es un embebimiento si es una inmersi�on inyectiva que adem�as es ho-meomor�smo de N sobre su imagen F (N), con la topolog��a como subespaciode M. La imagen de un embebimiento se llama subvariedad embebida.Nota 1.63 Tambi�en se suele decir, para indicar que F (N) es una subvariedad, queel par (N; F ) es una subvariedad de M. Cabe entonces, establecer una relaci�on entrepares que de�nan una misma subvariedad: Dos subvariedades (N1; F1) y (N2; F2)de M se dice que son equivalentes si existe un difeomor�smo � : N1 ! N2 tal queF1 = F2 ��. N1 MF1 -PPPPPPPq 6N2F2�Esta es una relaci�on de equivalencia en el conjunto de todas las subvariedades deM. Cada clase de equivalencia tiene un �unico representante de la forma (A; i) dondeAes un subconjunto de M con la estructura de variedad tal que la aplicaci�on inclusi�oni : A ,!M es una inmersi�on. As��, si (N; F ) es un representante de la clase, entoncesel subconjunto A de M debe ser F (N). Se induce una estructura de variedad en Aexigiendo que F : N ! A sea un difeomor�smo. Con esta estructura de variedad,(A; i) es una subvariedad de M equivalente a (N; F ), y es la �unica estructura devariedad sobre A con la propiedad de que (A; i) es equivalente a (N; F ).Veamos una serie de ejemplos que ilustren las de�niciones dadas; en todos elloslas variedades M y N ser�an espacios eucl��deos o abiertos en ellos, con coordenadascartesianas; salvo en los Ejemplos 1.66 y 1.67 donde es m�as c�omodo, para efectuarlos c�alculos, considerar en IR2 coordenadas polares.Ejemplo 1.64 La aplicaci�on F : IR ! IR3, dada por F (t) = (cos t; sen t; t), esinyectiva y tiene rango constante igual a 1 en todo t 2 IR. Por consiguiente, suimagen F (IR), una h�elice circular con eje el OZ, es una subvariedad de IR3. Adem�asF es un homeomor�smo sobre su imagen, considerando en �esta la topolog��a inducidapor la de IR3, por lo que F es un embebimiento y F (IR) es una subvariedad embebida.Fig. 1.6.Ejemplo 1.65 Sea F : IR ! IR2 de�nida por F (t) = (cos t; sen t). Se trata de unaaplicaci�on de rango igual a 1 para todo t 2 IR. Sin embargo no es inyectiva, ya quelos puntos t = 2k�+ t0 tienen la misma imagen para cualquier entero k. Se trata deuna inmersi�on, pero el par (IR; F ) que describe la circunferencia unidad S1 en IR2no representa una subvariedad. Fig. 1.7.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



32 1 Variedades diferenciables. Subvariedades
R3I

R2I

(a) (b)

S1Fig. 1.6: H�elice Fig. 1.7: Circunferencia Fig. 1.8: EspiralesEjemplo 1.66 De�nimos F :]1;1[! IR2 porF (t) = �1t cos 2�t; 1t sen 2�t� :La imagen F (]1;1[) es la curva espiral que tiende a (0; 0) cuando t!1, y a (1; 0)cuando t! 1. Claramente F es inmersi�on (como se observa utilizando coordenadaspolares), inyectiva y homeomor�smo sobre su imagen, �esta con la topolog��a inducidapor IR2. Se trata pues de una subvariedad embebida. Fig. 1.8 (a).Ejemplo 1.67 Si de�nimos F :]1;1[! IR2 comoF (t) = � t+ 12t cos 2�t; t+ 12t sen 2�t� :La imagen de esta aplicaci�on describe, como en el Ejemplo 1.66, una espiral peroen este caso se enrolla en el c��rculo de radio 12 y centro en (0; 0) cuando t ! 1y tiende a (1; 0) cuando t ! 1. Como all��, se trata de una subvariedad embebida.Fig. 1.8 (b).Ejemplo 1.68 La �gura de \ocho" (conjunto de puntos de IR2, veri�cando x4 �4x2 + 4y2 = 0) est�a descrita por la imagen de la aplicaci�onF : IR! IR2 de�nida por F (t) = �2 cos �t� �2 �; sen 2�t� �2 �� ;que es recorrida in�nidad de veces con periodo igual a 2�. Se trata de una inmersi�onno inyectiva. No obstante, podemos hacer que dicha �gura sea recorrida una solavez, estableciendo previamente una biyecci�on de IR en el intervalo ]0; 2�[, de la formasiguiente:Para t ! �1 y t ! +1, nos aproximamos al (0; 0) s�olo como l��mite (verFig. 1.9). La inmersi�on est�a dada por un cambio de par�ametro: Sea g : IR! IR unaaplicaci�on mon�otona creciente y diferenciable tal queg(0) = � limt!�1 g(t) = 0 limt!+1g(t) = 2�;Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.7 Subvariedades inmersas y embebidas o regulares 33por ejemplo, podemos poner g(t) = � + 2arctag t.Entonces G : IR! IR2, dada porG(t) = F �g(t)� = �2 cos �g(t) � �2 �; sen2�g(t) � �2 ��es ahora una inmersi�on inyectiva; por lo que (IR; G) representa la �gura de \ocho"como subvariedad inmersa en IR2. Sin embargo, sigue ocurriendo que G no es unhomeomor�smo sobre su imagen, ya que G�1 deja de ser continua en el punto G(0).Fig. 1.9.
-1

1

(1,0)Fig. 1.9: Figura de \ocho" Fig. 1.10: Curva no conexaEjemplo 1.69 Consideremos la curva en el plano de�nida por la imagen de la apli-caci�on F : IR! IR2, dada porF (t) = 8<: (0; t + 2) para �1 < t � �1~�(t) para �1 � t � 1(1t ; sen�t) para 1 � t <1siendo, ~� : [�1; 1] ! IR2 una curva que enlaza diferenciablemente los otros dostrozos. F (IR) es una subvariedad inmersa en IR2. F no es un embebimiento, puestoque F�1 no es continua (basta tomar cualquier entorno de uno de sus puntos de laforma (0; y), con �1 � y � 1). Fig. 1.10.Nota 1.70 De los ejemplos previos podemos sacar las siguientes concluciones: Pri-mera, no todas la inmersiones consideradas son inyectivas globalmente (Ejemplo1.65, 1.68) aunque si son localmente inyectivas. Y segunda, una inmersi�on aunquesea inyectiva no es en general un homeomor�smo sobre su imagen (considerada comosubespacio topol�ogico del conjunto de llegada), Ejemplo 1.68, 1.69. No obstante,localmente esto siempre es posible como se demuestra en la proposici�on siguiente.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



34 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesProposici�on 1.71 Sea F : N ! M una inmersi�on. Entonces todo x 2 N tiene unentorno abierto U tal que FjU es un embebimiento de U en F (U) �M.Demostraci�on.- De acuerdo con el Teorema del rango constante podemos escogersistemas coordenados c�ubicos centrados en el origen (U;') y (V; �) alrededor dex 2 N y de F (x) 2 M, respectivamente; esto es, tales que '(x) = 0 2 IRn; �(F (x)) =0 2 IRm, con '(U) = Cn0 (") y �(V ) = Cm0 ("), (cubos con la misma longitud de lado") y tal que la expresi�on de F en coordenadas locales, bF = � �F �'�1, est�a dadapor bF (�1; : : : ; �n) = (�1; : : : ; �n; 0; : : : ; 0):
ξn+1=0,...,ξm=0

φ

RnI

RmI

ϕ

N
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F(x)

F(U)

M

F

..x
V

U

εCn( )0

εCm( )0Fig. 1.11: Inmersi�on) Embebimiento localPara ver que FjU es un homeomor�smo de U sobre F (U) con la topolog��a relativa,observemos en primer lugar que como F (U) � V y V es abierto en M, la topolog��ade F (U) como subespacio de M es la misma que como subespacio de V: As�� FjU esun homeomor�smos, pues lo son las aplicaciones ' : U ! Cn0 ("), � : V ! Cm0 (") ybF de Cn0 (") sobre el subconjunto de Cm0 (") de�nido por�n+1 = 0; : : : ; �m = 0:Esta proposici�on nos da la posibilidad de expresar localmente las subvariedadesembebidas mediante ciertas relaciones entre la coordenadas locales de la variedaddonde est�an contenidas. Necesitamos para ello, dar previamente unas de�niciones.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.7 Subvariedades inmersas y embebidas o regulares 35De�nici�on 1.72 Llamamos placa en un sistema coordenado c�ubico (U;') en unavariedad m{dimensional M al conjunto S � U tal que'(S) = n� 2 Cm0 (").�r+1 = cr+1; : : : ; �m = cmo :Usando esta de�ninici�on podemos reenunciar la proposici�on anterior en la formasiguiente:Proposici�on 1.73 Si F : N! M una inmersi�on y x 2 N, existe un sistema coorde-nado c�ubico centrado en el origen (V; �) alrededor de F (x) 2 M y un entornoabierto U de x, tal que FjU es inyectiva y F (U) es una placa en (V; �).Nota 1.74 Resaltemos que esta proposici�on s�olo nos dice que existe un entorno Ude x tal que F (U) es una placa del sistema de coordenadas. No obstante, si tenemosuna subvariedad (N; F ), no siempre F (N)\V va a ser una placa, ni siquiera es uni�onde placas. Por ejemplo, consideremos el punto (0; 0) en la �gura de \ocho". Sinembargo, en el caso de ser (N; F ) una subvariedad embebida, se puede siempre elegirun sistema de coordenadas (V; �) tal que F (N) \ V es una �unica placa de V .Profundicemos un poco m�as en el estudio de las subvariedades que poseen estapropiedad y su relaci�on con las variedades embebidas.De�nici�on 1.75 Un subconjunto N de una variedad m{dimensional M, se diceque tiene la propiedad de una n{subvariedad (1 � n � m) si para todo puntox 2 N existe un sistema coordenado c�ubico centrado en el origen (V; �)sobre M alrededor de x, tal que�(V \N) = n� 2 Cn0 (").�n+1 = 0; : : : ; �m = 0oes decir, V \N es una placa de (V; �).A un sistema de coordenadas de este tipo se le denomina adaptado a N .Proposici�on 1.76 Sea N un subconjunto de una variedad m{dimensional M, quetiene la propiedad de una n{subvariedad. Entonces N; con la topolog��arelativa, es una variedad diferenciable de dimensi�on n y adem�as la inclusi�oni : N ,!M es un embebimiento; i.e. (N; i) es una subvariedad embebida deM.Demostraci�on.- Por de�nici�on, para todo punto x0 2 N , existe un sistema coor-denado c�ubico centrado en el origen �V; � = (x1; : : : ; xm)� sobre M alrededor de x0tal que xn+1(x) = 0; : : : ; xm(x) = 0; 8x 2 V \N:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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φRm-nI

RnI

N

M

. Vx0

V=V NFig. 1.12: Conjunto con la propiedad de n{subvariedadEntonces eV = V \N es un abierto en N y e� = � � �jeV es un homeomor�smo sobreCn0 (") = �(Cm0 (")) en IRn, para la topolog��a relativa, donde � : IRm ! IRn (m � n)es la proyecci�on sobre las n primeras coordenadas.El conjunto eA = n(eV ; e�).eV = V \N; e� = � � �jeV ; (V; �) 2 A;A atlas de Moconstituye un atlas que de�ne una estructura diferenciable en N ; pues:1) Como los abiertos V recubren a M, los abiertos eV = V \N recubren a N .2) Sean (eV ; e�) y (eV 0; e�0) dos cartas de eA con eV \ eV 0 6= �, correspondientes a lascartas (V; �) y (V 0; �0) de A, entoncese�0 � e��1 : �(V \ V 0 \N) ! �0(V \ V 0 \N)viene dada por la composici�on de aplicaciones(�1; :::; �n) 7! (�1; :::; �n; 0; :::; 0) �0 � ��17�! �(�0)1; :::; (�0)n; 0; :::; 0� 7! �(�0)1; :::; (�0)n�todas ellas diferenciables.La aplicaci�on inclusi�on i : N ,! M es diferenciable con inducida inyectiva; estoes i es una inmersi�on: En efecto, si x 2 N y (V; �) es un sistema coordenado en Madaptado a N , resulta, si eV = V \N y e� = � � e�jeVx 2 eV � N x 2 V �Mi -? ?(�1; : : : ; �n) 2 Cn0 (") (�1; : : : ; �n; 0; : : : ; 0) 2 Cm0 (")e� �-por tanto, � � i � e��1 es diferenciable y la matriz asociada a la aplicaci�on inducida i�Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.7 Subvariedades inmersas y embebidas o regulares 37es 0BBBBBBBB@ nz }| {n 8>><>>: 1 0 � � � 00 1 � � � 0� � � � � � � � � � � �0 0 � � � 1� � � � � � � � � � � �0 0 � � � 0 1CCCCCCCCAque tiene rango n.Como la topolog��a de N es la relativa, la inclusi�on i : N ,! M es un homeomor-�smo sobre su imagen i(N) = N ; esto es, i es un embebimiento.De�nici�on 1.77 Una subvariedad regular de dimensi�on n de una variedad m{di-mensional M (1 � n � m) es un subespacio topol�ogico N con la propiedadde n{subvariedad y con la estructura diferenciable que las correspondientescartas adaptadas determinan sobre N.
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ϕ
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θ=θ−θ0Fig. 1.13: S1: Subvariedad regularEjemplo 1.78 Veamos que la circunferencia unidad S1 = fx 2 IR2�kxk = 1g, quecon la parametrizaci�on del Ejemplo 1.65 es una inmersi�on locamente inyectiva, esrealmente una subvariedad regular (Fig.1.13). Sea x0 un punto arbitrario P de S1,introduzcamos ' � (�; r) las coordenadas polares usuales en IR2, y si (�0; 1) son lascoordenadas de P , cambiemos las coordenadas de tal forma que r es reemplazadopor ~r = r � 1 y � por ~� = � � �0. Entonces existen funciones coordenadas� : x 7! �~�(x); ~r(x)�Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



38 1 Variedades diferenciables. Subvariedadesde�nidas para x en un entorno V tal que j~�j < " y j~rj < ", que de�nen un sistemacoordenado alrededor de P , teniendo P las coordenadas (0; 0) y el subconjuntoabierto V \ S1 de S1 corresponde a ~r = 0. Con lo que S1 es pues un subvariedadregular.Hemos de�nido tres clases de subvariedades en una variedad M { inmersa, em-bebida y regular. La primera de ellas, que usualmente llamaremos simplementesubvariedad, fue de�nida como la imagen N = F (N0) mediante una inmersi�on inyec-tiva F de N0 en M. Ya que F : N0 ! N � M, tomamos (como parte de la de�nici�on)sobre N la topolog��a y estructura diferenciable de N0; los conjuntos abiertos de Nson la imagen de conjuntos abiertos en N0 y las cartas de N, (U;') son de la formaU = F (U 0), ' = '0 �F�1, donde (U 0; '0) es una carta en N0. El hecho de que F seacontinua implica que la topolog��a de N obtenida por este camino es en general m�as�na que la topolog��a relativa como subespacio de M, esto es, si V es un abierto deM, entonces V \N es un abierto de N, pero pueden existir abiertos de N que no seande esta forma.Un embebimiento es un caso particular de inmersiones inyectivas, aquellas enlas que U 0 es un abierto de N0 si y s�olo si F (U 0) = V \ N para alg�un abierto Vde M, esto es, que la topolog��a de la subvariedad N = F (N0) es exactamente sutopolog��a relativa como subespacio de M. Un embebimiento es as�� un caso particularde subvariedad (inmersa).Finalmente si N � M es una subvariedad regular, entonces es tambi�en una sub-variedad embebida ya que la inclusi�on i : N ,!M es un embebimiento.La siguiente proposici�on demuestra que las subvariedades embebidas y las sub-variedades regulares coinciden.Proposici�on 1.79 Sea F : N0 ! M un embebimiento de una variedad N0 de di-mensi�on n en una variedad M de dimensi�onm, n �m. Entonces N = F (N0)es una subvariedad regular difeomorfa a N0 con respecto a la aplicaci�onF : N0 ! N.Demostraci�on.- Sea y = F (x) 2 N (Fig. 1.14). De acuerdo con el Teoremadel rango existen entornos coordenados (U 0; '0) de x y ( ~V ; ~�) de y tal que '0(x) =(0; : : : ; 0) 2 Cn0 (") = '0(U 0), ~�(y) = (0; : : : ; 0) 2 Cm0 (") = ~�( ~V ), F (U 0) � ~V y laaplicaci�on FjU 0 est�a dada en coordenadas locales porbF = ~� �F � ('0)�1 : (�1; : : : ; �n) 7�! (�1; : : : ; �n; 0; : : : ; 0):Si ocurre que F (U 0) = eV \ N , entonces el sistema coordenado (eV ; e�) ser��a unentorno adaptado a N, y la proposici�on estar��a demostrada. Mas esto, en principio,no ocurre, por lo que tratamos a continuaci�on, de obtener unos nuevos entornoscoordenados a partir de los dados de x e y que gocen de esta propiedad:Como F es un embebimiento, F (U 0) es un abierto en la topolog��a relativa de N,esto es, F (U 0) = fW \ N, donde fW es un abierto de M. Tomenos W = fW \ eV ; as��,e�(W ) es un conjunto abierto de Cm0 (") conteniendo al origen y e�(F (U 0)) � e�(W )Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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Fig. 1.14: Subvariedad embebida =) Subvariedad regulary e�(F (U 0)) � �� 2 Cm0 (").�n+1 = � � � = �m = 0	. Entonces podemos escoger unentorno c�ubico su�cientemente peque~no Cm0 (�) � e�(W ); y seaV = (~�)�1(Cm0 (�)); � = ~�jV :(V; �) es un entorno c�ubico centrado en y, para el cual F (U 0) \ V = V \ N;y si tomamos U = ('0)�1(Cn0 (�)) = F�1(V ), vemos que (U;'), con ' = '0jU esun entorno coordenado c�ubico centrado en x y los pares (U;') y (V; �) tienen lapropiedad necesaria, es decir F (U) = V \ N.Esto prueba que N goza de la propiedad de n-subvariedad y por tanto en virtuddel Proposici�on 1.76 se trata de una subvariedad regular.Adem�as con esta estructura de variedad en N, F es un difeomor�smo de N0 sobreN. Pues F : N0 ! N est�a dada, en los sistemas coordenados (U;') y (V \N; � � �) enN, por bF : (�1; : : : ; �n) 7! (�1; : : : ; �n)y la aplicaci�on inversa bF�1 tiene exactamente la misma expresi�on. Por tanto, ambasson diferenciables. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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Fig. 1.15: Ejemplo subvariedad embebidaUn m�etodo para encontrar subvariedades est�a dado por el siguiente resultado ysu corolario:Proposici�on 1.80 Sea N una variedad diferenciable n{dimensional, M una varie-dad m{dimensional y F : N! M una aplicaci�on diferenciable. Supongamosque F tiene rango constante igual a k sobre N y que y0 2 F (N). EntoncesF�1(y0) es una subvariedad regular de N de dimensi�on n� k.Demostraci�on.- Sea A = F�1(y0) (Fig. 1.15). Demostremos que A tiene lapropiedad de una (n � k){subvariedad. Sea x 2 A, ya que F tiene rango constanteigual a k (sobre un entorno de x), por el Teorema del rango podemos encontrarentornos coordenados (U;') y (V; �) de x e y0, respectivamente, tales que '(x) y�(y0) son el origen en IRn y IRm, '(U) = Cn0 ("), �(V ) = Cm0 (") y en coordenadaslocales FjU est�a dada por la aplicaci�on(� �F �'�1)(�1; : : : ; �n) = bF (�1; : : : ; �n) = (�1; : : : ; �k; 0; : : : ; 0):Esto signi�ca que los puntos de U que se aplican en y0 son aquellos con las kprimeras coordenadas nulas, esto es,A \ U = '�1 � bF�1(0)� = '�1 ��� 2 Cn0 (").�1 = � � � = �k = 0	� :Y as�� A es una subvariedad regular de dimensi�on n� k ya que tiene la propiedadde subvariedad.El siguiente Colorario tiene gran importancia a la hora de dar ejemplos de sub-variedades: Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.7 Subvariedades inmersas y embebidas o regulares 41Corolario 1.81 Si F : N ! M es una aplicaci�on diferenciable entre variedades,dimN = n � m = dimM, y rango de F es igual a m (F� sobre) en todopunto de A = F�1(y0), y0 2 F (N), entonces A es una subvariedad regularde N. El subespacio de Tx(N) tangente a la subvariedad A en x es el n�ucleode F�.Demostraci�on.- F tiene en A el m�aximo rango posible, es decir m. Por el lemasiguiente, fx 2 N� rangoF = mg es un abierto; luego A = F�1(y0) est�a contenidoen un abierto en el que tambi�en F tiene rango m. Pero tal subconjunto abierto esas�� mismo una variedad de dimensi�on n, y podemos aplicar la proposici�on anterior,para demostrar que A es una subvariedad regular de N de dimensi�on n�m.Si i : A ,! N es la inclusi�on natural, la aplicaci�on F � i es constante y, por tanto,su aplicaci�on inducida F� � i� es id�enticamente nula. En consecuencia,i�(Tx(A)) � �F�1� �jx (0):Y como estos subespacios vectoriales tienen la misma dimensi�on deben coincidir.Lema 1.82 Sean N y M variedades diferenciables y F : N! M aplicaci�on diferen-ciable, entonces Ok = nx 2 N.(rangoF )x � koes un abierto de N.Demostraci�on.- En efecto, sea x0 2 Ok y (U;') y (V; �) cartas de�nidas alrededorde x0 y F (x0) respectivamente. 8x 2 U , (rangoF )x = (rango(� �F �'�1))'(x).Demostraremos que 
 = n� 2 '(U).(rango bF )� � ko es un abierto; con lo que, altenerse '�1(
) � Ok, resulta que Ok es abierto.Sea �1 2 
, entonces rango(J bF )(�1) � k; sea M una matriz cuadrada extra��dade (J bF )(�1) de orden � k, y determinante 6= 0.De�nimos d : '(U) ! IR � 7! d(�) = detM(�);d es continua y d(�1) 6= 0, luego 9
0 abierto, �1 2 
0 y d(�) 6= 0 en 
0, por tanto 
es un abierto, pues8� 2 
0; rango(J bF )(�) � k =) 
0 � 
:Ejemplo 1.83 La aplicaci�on F : IRn ! IR de�nida por F (x1; : : : ; xn) = nXi=1(xi)2tiene rango 1 en IRn � f0g, constante en F�1(1) = Sn�1. As��, la esfera Sn�1 es unasubvariedad (n � 1){dimensional de IRn.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



42 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesEjemplo 1.84 La aplicaci�on F : IR3 ! IR de�nida porF (x; y; z) = �a� (x2 + y2)1=2�2 + z2tiene rango 1 en cada punto de F�1(b2), a > b > 0. As��, el lugar geom�etrico F�1(b2),el toro en IR3, es una subvariedad.Ejemplo 1.85 Los puntos que constituyen todos los planos tangentes a la esferaS1: T (S1) = �(x; y)�(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 � 1 = 0; x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0	constituyen una subvariedad de IR6 de dimensi�on 4. Pues, siempre es 2 el rango de� 2x1 2x2 2x3 0 0 0y1 y2 y3 x1 x2 x3 � :1.8 Grupos y subgrupos de LieVeremos en este p�arrafo m�as ejemplos de variedades, en las que adem�as existeuna estructura de grupo cuyas operaciones son diferenciables.El espacio IRn es una variedad diferenciable y al mismo tiempo un un grupoabeliano cuya ley de composici�on est�a dada sumando componente a componente.Adem�as la estructura algebraica y la estructura diferenciable est�an relacionadas:� : IRn � IRn ! IRn (x; y) 7! x + yes una aplicaci�on diferenciable de la variedad producto IRn � IRn en IRn, esto es, laoperaci�on del grupo es diferenciable. Tambi�en vemos que la aplicaci�onJ : IRn ! IRn x 7! �xes diferenciable.Sea ahora G un grupo que es al mismo tiempo una variedad diferenciable. Parax; y 2 G denotamos por xy el producto y por x�1 el inverso de x.De�nici�on 1.86 G es un grupo de Lie si son diferenciables las aplicaciones� : G� G! G (x; y) 7! �(x; y) = xyJ : G! G x 7! J(x) = x�1Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.8 Grupos y subgrupos de Lie 43Ejemplo 1.87 GL(n; IR), el conjunto de las matrices no singulares de orden n� ncon coe�cientes reales, es, como hemos visto (Ejemplo 1.17), un subconjunto abiertode gl(n; IR), conjunto de las n � n matrices reales identi�cadas con IRn2: Adem�as,GL(n; IRn) es un grupo con respecto a la multiplicaci�on de matrices. En efecto, unamatriz A es no singular si y s�olo si detA 6= 0, pero det(AB) = (detA)(detB); as��,si A y B son no singulares, AB lo es tambi�en. Una n�n matriz A no singular tieneinversa para la multiplicaci�on; con lo que GL(n; IR) es un grupo.Las aplicaciones (A;B) 7! AB y A 7! A�1 son diferenciables: El producto tienet�erminos que son polin�omios de los t�erminos de A y B, y estos coe�cientes son lasexpresiones en coordenadas locales de la aplicaci�on producto, con lo que �esta esdiferenciable.La matriz inversa de A = (aij ) puede ser escrita comoA�1 = 1detA (~aij );donde ~aij es el adjunto de aij en A (y por tanto un polinomio en los t�erminos de A)y detA es un polinomio de los t�erminos de A que no se anula. Se concluye que lost�erminos de A�1 son funciones racionales sobre GL(n; IR), cuyos denominadores nose anulan, en consecuencia diferenciable.En de�nitiva GL(n; IR) es un grupo de Lie.Ejemplo 1.88 Como caso particular del ejemplo anterior resulta: GL(1; IR) � IR�grupo multiplicativo de los n�umeros reales no nulos es un grupo de Lie.Ejemplo 1.89 Sea C � el conjunto de los n�umeros complejos no nulos. Se tratade un grupo con la operaci�on de multiplicaci�on de n�umeros complejos. Adem�asC � es una variedad diferenciable de dimensi�on 2, recubierta con un �unico entornocoordenado U = C � con homeomor�smo coordenado' : U ! IR2 z 7! '(z) = '(x+ iy) = (x; y):Usando estas coordenadas la expresi�on del producto w = zz0; z = x + iy; z0 =x0 + iy0 est�a dado por(z; z0) 2 C � � C � �((z; z0)) = zz0 2 C �� -? ?((x; y); (x0 ; y0)) (xx0 � yy0; xy0 + yx0)'� ' '-b�y la aplicaci�on Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



44 1 Variedades diferenciables. Subvariedadesz 2 C � z�1 2 C �J -? ?(x; y) � xx2+y2 ; �yx2+y2 �' '-bJAmbas son diferenciables, en consecuencia, C � es un grupo de Lie.Ejemplo 1.90 Si G1 y G2 son grupos de Lie, entonces el producto cartesiano G1�G2con la estructura diferenciable del producto cartesiano de variedades es un grupo deLie:Las aplicaciones� : (G1 � G2)� (G1 � G2)! G1 � G2 ((x1; x2); (y1; y2)) 7! (x1y1; x2y2)J : G1 � G2 ! G1 � G2 (x; y) 7! (x�1; y�1)son diferenciables.La proposici�on siguiente nos permite dar muchos ejemplos de grupos de Lie:Proposici�on 1.91 Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo (algebraico) que tam-bi�en es subvariedad regular. Entonces con su estructura diferenciable comosubvariedad H es un subgrupo de Lie.Demostraci�on.- Se veri�ca f�acilmente que H � H es una subvariedad regular deG � G. As��, la aplicaci�on inclusi�on i : H � H ,! G � G es un embebimiento. Si� : G � G ! G, (x; y) 7! xy es la ley de composici�on del grupo G (� diferenciable),entonces � � i : H� H! Ges diferenciable y (� � i)(H � H) � H.Si �jH denota la aplicaci�on � � i, considerada como aplicaci�on en H, es decir�jH : H � H! H;�jH no es la misma aplicaci�on que la � � i, pues se ha cambiado de variedad dellegada.Necesitamos demostrar que �jH es diferenciable, y similarmente la aplicaci�onJ : H ! G, dada por x 7! J(x) = x�1, es diferenciable como aplicaci�on en H:JjH : H! H.Ambos hechos se siguen del lema que veremos a continuaci�on, con lo que secompleta la demostraci�on.Ejemplo 1.92 La circunferencia S1 puede ser identi�cada con los n�umeros com-plejos de m�odulo 1. S1 es entonces un grupo de Lie contenido en el grupo de LieC � . Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.8 Grupos y subgrupos de Lie 45
RnIRpI

Rm-nI

RnI

ϕ

ϕ(U )

P

F

F

y
M

F

.

. .

.x
V

U

εCn( )0

εCm( )=φ(V)0

F(P)

(F1(ξ1,...,ξp),...,Fn(ξ1,...,ξp))
(ξ1,...,ξp)

N

π

π

φ

φ φ φ(V N)

Fig. 1.16:Establezcamos el siguiente lema al que se hace alusi�on en la proposici�on anterior.Lema 1.93 Sea F : P! M una aplicaci�on diferenciable entre variedades diferencia-bles, N una subvariedad regular deM tal que F (P) � N. Entonces F : P! Nes diferenciable.Demostraci�on.- Ya que N es una subvariedad regular de M, cada punto de N est�acontenido en un entorno coordenado adaptado a N. Sea x 2 P e y = F (x) 2 M ysean (U;') un sistema coordenado alrededor de x en P y (V; �) una carta adaptadaalrededor de y = F (x) en M, tal que F (U) � V . Tenemos �(V ) = Cm0 (") con�(y) = (0; : : : ; 0) 2 IRm (m = dimM) y�(V \ N) = �� 2 Cm0 (")��n+1 = 0; � � � ; �m = 0	 (n = dimN):Entonces la expresi�on en coordenadas locales de F respecto a estas cartas esbF : '(U) ! Cm0 (") = �(V )(�1; : : : ; �p) 7�! �F 1(�1; : : : ; �p); : : : ; Fn(�1; : : : ; �p); 0; : : : ; 0� ;(p = dim P), ya que F (P) � N.Ahora bien (V \ N; ~� = � ��jV\N ) es una carta alrededor de y en N, as�� Fconsiderada como aplicaci�on en N, se expresa respecto a esta carta y a la cartaVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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Fig. 1.17:(U;') en P (ver Fig 1.16)(�1; : : : ; �p) eF7�! �F 1(�1; : : : ; �p); : : : ; Fn(�1; : : : ; �p)� ;esto es, bF compuesta con la proyecci�on sobre las primeras n coordenadas (proyecci�onde IRm en IRn), as�� bF es composici�on de aplicaciones diferenciable y por tantodiferenciable.Nota 1.94 Este lema no se veri�ca, en general, si N es una subvariedad inmersa.Como ejemplo, sean P = IR;M = IR2; F : IR! IR2, G : IR! IR2 las aplicaciones quedescriben la �gura de \ocho" (Ejemplo 1.68) pero recorrida seg�un indica la Fig. 1.17y F (0) = G(0); y sea la subvariedad inmersa N = G(IR).F : IR ! G(IR) no es continua, ya que A = G( ]� 1; 1[ ) es un abierto en G(IR)y F�1(A) = f0g [ ]�;+1[ [ ]�1;��[, para alg�un � > 0.En el caso en que N sea una subvariedad inmersa, la aplicaci�on F : P ! N dellema, es diferenciable si es continua, m�as precisamente:Proposici�on 1.95 Sea F : P ! M una aplicaci�on diferenciable entre variedades(dim P=p, dim M=m), N una subvariedad inmersa de M (dim N=n) y severi�ca que F (P) � N y F : P ! N es continua. Entonces F : P ! N esdiferenciable.Demostraci�on.- En efecto, sea G : N0 ! M la inmersi�on inyectiva que de�nela subvariedad N, G(N0) = N. Entonces existe una �unica aplicaci�on F0 : P ! N0continua tal que F = G �F0. (Fig. 1.18)F0 es �unica por ser G inyectiva. F0 es continua, pues si A es un abierto de N0,entonces G(A) es abierto en N, y por las hip�otesis (F : P! N) F�1(G(A)) = F�10 (A)es abierto en P. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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Fig. 1.18:Para demostrar que F : P! N es diferenciable, basta probar que F0 lo es. Parademostrar que F0 es diferenciable procedemos de la forma siguiente:Sean los punto x 2 P, x0 = F0(x) 2 N0 e y = G(F0(x)) = F (x) 2 M y los sistemascoordenados (U 0; '0) y (V; �) en N0 y M, respectivamente, tales que x0 2 U 0, y 2 V ,G(U 0) � V , '0(x0) = (0; : : : ; 0) 2 IRn, '0(U 0) = Cn0 ("), �(y) = (0; : : : ; 0) 2 IRm,�(V ) = Cm0 (") y que la expresi�on en coordenadas de la inmersi�on G est�e dada porbG : Cn0 (") ! Cm0 ("); (�1; : : : ; �n) 7�! (�1; : : : ; �n; 0; : : : ; 0):Como F0 es continua, existe un sistema coordenado (U;') en P, tal que x 2 U yF0(U) � U 0, que en coordenadas se expresa porcF0 : '(U))! Cn0 ("); (�1; : : : ; �p) 7�! �cF01(�1; : : : ; �p); : : : ;cF0n(�1; : : : ; �p)� :Ocurre entonces que respecto a las cartas (U; V ) y (V; �) la aplicaci�on diferen-ciable tiene la siguiente expresi�onbF = bG �cF0 : '(U) ! Cm0 (");(�1; : : : ; �p) 7�! �cF01(�1; : : : ; �p); : : : ;cF0n(�1; : : : ; �p); 0; : : : ; 0�siendo bF diferenciable, y por tanto rj � bF = cF0j : '(U)! IR son diferenciables (j =1; : : : ; n), es decir rj �cF0 = cF0j son diferenciables, y por tanto cF0 es diferenciable,esto es F0 : P! N0 es diferenciable. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



48 1 Variedades diferenciables. SubvariedadesDe�nici�on 1.96 Si G es un grupo de Lie, se llaman traslaci�on a la izquierda ytraslaci�on a la derecha a las aplicacionesLa : G! G Ra : G! Gx 7�! La(x) = ax x 7�! Ra(x) = xadonde a es un elemento �jo de G.Proposici�on 1.97 Las aplicaciones La y Ra son difeomor�smos y tienen comoinversas a (La)�1 = La�1 y (Ra)�1 = Ra�1 .Demostraci�on.- Para demostrarlo basta observa que, por ejemplo, La es la com-posici�on de las aplicaciones diferenciables:G ia,! G� G ��! Gx 7�! (a; x) 7�! axdonde la primera aplicaci�on es la inclusi�on y la segunda la ley del grupo. Lo mismoocurre con Ra.Ejemplo 1.98 Grupo lineal especial. SL(n; IR) = �X 2 GL(n; IR)� detX = 1	.SL(n; IR) es un subgrupo y una subvariedad regular de GL(n; IR), y por tanto,por la proposici�on anterior, es un grupo de Lie. Para probar esto, consideremos laaplicaci�on F : GL(n; IR)! IR� = IR� f0g X 7�! F (X) = detX:Como det(XY ) = (detX)(det Y ), F es un homomor�smode grupos (abstractos),y as�� Ker F = SL(n; IR) es un subgrupo de GL(n; IR). Adem�as F es diferenciabley tiene rango constante:Sean A 2 GL(n; IR), a = detA, y LX y Lx las traslaciones en GL(n; IR) y enIR�, respectivamente. EntoncesF (X) = (La �F �LA�1)(X);ya que se tiene detX = adet(A�1X).Como La y LA�1 son difeomor�smos:(rangoF )X = (rango(La �F �LA�1))X = rango ((La �F �LA�1)�(X)) == rango �(La)�(det(A�1X)) � F�(A�1X) � (LA�1)�(X)� == rango �F�(A�1X)� = (rangoF )A�1X :Esto es, (rangoF )X = (rangoF )A�1X ; 8A;X 2 GL(n; IR); con lo que tomandoA = X, resulta (rangoF )X = (rangoF )X�1X = (rangoF )I :Es decir, (rangoF )X = cte: Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



1.8 Grupos y subgrupos de Lie 49Ejemplo 1.99 Grupo ortogonal. O(n) = �X 2 GL(n; IR)�X tX = I	.O(n) es un subgrupo de GL(n; IR) y una subvariedad regular y por tanto es ungrupo de Lie. En efecto:O(n) es subgrupo abstracto de GL(n; IR).Sea F : GL(n; IR)! GL(n; IR), X 7! F (X) = tXX, (tX es la traspuesta de X);F es diferenciable. Calculemos su rango:Sea A 2 GL(n; IR) un elemento �jo. Si Y es un elemento arbitrario de GL(n; IR),se puede poner de la forma Y = XA�1, para un cierto X 2 GL(n; IR). Portanto para probar que el rango de F es constante, s�olo es necesario establecer querango(F�(X)) = rango(F�(XA�1)).A tal �n, n�otese queF (XA�1) = t(XA�1)XA�1 = tA�1 tXXA�1 = (LtA�1 �RA�1 �F )(X);as�� rango(F�(XA�1)) = rango �(LtA�1)�(tXXA�1) � (RA�1)�(tXX) �F�(X)� == rango(F�(X));por ser LtA�1 y RA�1 difeomor�smos. Ver adem�as el Ejercicio 43.

Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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Tensores y formas diferenciales
sobre una variedad2.1 Tensores sobre espacios vectoriales realesNecesitamos hacer un repaso de algunos hechos de �algebra multilineal sobre es-pacios vectoriales de dimensi�on �nita. Para luego aplicar estos conceptos a las va-riedades diferenciables tomando como base diversos espacios vectoriales y �algebrasasociados a sus espacios tangentes.De�nici�on 2.1 Se llama producto tensorial de dos espacios vectoriales reales E y F atodo par (G0; '0) formado por un espacio vectorial real G0 y una aplicaci�onbilineal '0 : E � F ! G0 veri�cando las dos condiciones siguientes:1. '0(E � F ) genera a G0.2. (Propiedad de factorizaci�on universal) Paratodo espacio vectorial real G y toda aplicaci�onbilineal h : E � F ! G, existe una �unica apli-caci�on lineal bh : G0 ! G tal que h = bh �'0. bh -G0 G'0 ���	 h@@@RE � FTeorema 2.2 (Existencia y Unicidad) Dados dos espacios vectoriales reales Ey F, existe un �unico producto tensorial de E y F, salvo isomor�smo. Lodenotaremos por (E 
 F;').Demostraci�on.- Existencia: Consideremos el conjunto � = �(E;F ) de todaslas combinaciones lineales formales de elementos del producto cartesiano E � F , esdecir, las expresiones de la forma:a =Xi2I �i(ui; vi);donde (ui; vi) 2 E � F y �i 2 IR, son nulos salvo para un n�umero �nito de ��ndices.Observemos que si a; b 2 �, se puede siempre tratar de modi�car sus expresionesa~nadi�endole, si es preciso, elementos (u; v) con coe�cientes nulos, y suponerlos de laforma a = rXi=1 �i(ui; vi) b = rXi=1 �i(ui; vi):51



52 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadSe de�ne sobre � una estructura de espacio vectorial, poniendoa + b = rXi=1(�i + �i)(ui; vi) �a = � rXi=1 �i(ui; vi)As��, � es el espacio vectorial generado por E � F : � = Ê � F .Consideremos ahora el subespacio �0 de � engengrado por los elementos de laforma(�1u1+�2u2; �1v1+�2v2)��1�1(u1; v1)��1�2(u1; v2)��2�1(u2; v1)��2�2(u2; v2)con u1; u2 2 E; v1; v2 2 F ; �1; �2; �1; �2 2 IR.Sea el espacio vectorial cociente �=�0 (que denotamos por E
F ) y la proyecci�oncan�onica � : � ! �=�0. Entonces el par (�=�0; �jE�F ) � (E 
 F;') es el productotensorial de E y F, donde ' es la restricci�on �jE�F : E � F ! �=�0:Probemos en primer lugar que ' es bilineal: Las sumas formales(�1u1 + �2u2; v)� �1(u1; v)� �2(u2; v) (u; �1v1 + �2v2)� �1(u; v1)� �2(u; v2)pertenecen a �0. En consecuencia, su imagen mediante � es nula. As��:��(�1u1 + �2u2; v)�� �1��(u1; v)� � �2��(u2; v)� = 0��(u; �1v1 + �2v2)� � �1��(u; v1)� � �2��(u; v2)� = 0con lo que '�(�1u1 + �2u2; v)� = �1'�(u1; v)�+ �2'�(u2; v)�'�(u; �1v1 + �2v2)� = �1'�(u; v1)�+ �2'�(u; v2)�lo que prueba que ' es bilineal.Ya que la propiedad 1. se sigue de la construcci�on, tenemos s�olo que probar quela 2. es v�alida:Sea G un espacio vectorial real y f : E � F ! G una aplicaci�on bilineal. Ya queE�F genera a � = �(E;F ), podemos extender f a una aplicaci�on lineal f 0 : �! Gf 0  Xi2I �i(ui; vi)! =:Xi2I �if�(ui; vi)�:Como f es bilineal, f 0 se anula en �0, y por tanto, f 0 induce una aplicaci�on linealbf : E 
 F ! G. Obviamente f = bf �'. La unicidad de bf se sigue de que '(E � F )genera a E 
 F .Unicidad: Sea (G0; '0) otro par gozandode la propiedad de factorizaci�on universal paraE � F . Por la propiedad de factorizaci�onuniversal de (E 
 F;') [respectivamente, de(G0; '0)], existe una �unica aplicaci�on lineal� : E 
 F ! G0 [resp., � : G0 ! E 
 F ] talque '0 = � �' [resp., ' = � �'0]. Entonces Gbf@@@R bf0���	f?��E 
 F G0� -' ���	 '0@@@RE � FVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.1 Tensores sobre espacios vectoriales reales 53' = (� � �) �' y '0 = (� � � ) �'0Usando la unicidad de bf en la de�nici�on de la propiedad de factorizaci�on univer-sal, concluimos que � �� y � � � son las transformaciones identidad en E 
 F y G0respectivamente, esto es � = ��1.Si (u; v) es un elemento de �, su clase en E 
 F , es decir, la imagen mediante laproyecci�on can�onica � : �! E 
 F , la denotamos por u
 v.De acuerdo con la construcci�on de E
F se satisfacen las siguientes identidades:(u1 + u2)
 v = u1 
 v + u2 
 v u
 (v1 + v2) = u
 v1 + u
 v2�(u
 v) = (�u) 
 v = u
 (�v)para todo u; u1; u2 2 E; v; v1; v2 2 F ; � 2 IR.Proposici�on 2.3 Sea E un espacio vectorial real y consideremos a IR como unespacio vectorial real. Entonces IR
E es isomorfo a E.Demostraci�on.- En efecto, sea f : IR � E ! E la aplicaci�on bilineal que de�nela ley externa en E. En virtud de la propiedad de la factorizaci�on universal, existeuna �unica aplicaci�on bf : IR
E ! E tal quebf (�
 v) = �v; 8� 2 IR 8v 2 E:Por otra parte, existe una aplicaci�on lineal g : E ! IR
E, x 7�! g(x) = 1
 x,tal que bf � g = 1E y g � bf = 1IR
E ; en consecuencia, bf es un isomor�smo.Proposici�on 2.4 E 
 F y F 
E son can�onicamente isomorfos.Demostraci�on.- Sea f : E � F ! F 
 E la aplicaci�on bilineal de�nida porf�(u; v)� = v 
 u. Factorizando E � F , existe una �unica bf : E 
 F ! F 
 Eaplicaci�on lineal, tal que bf(u 
 v) = v 
 u. Simult�aneamente, existe una �unicaaplicaci�on lineal bf 0 : F 
E ! E 
 F tal que bf 0(v 
 u) = u
 v. Es obvio que bf 0 � bfy bf � bf 0 son las transformaciones identidad en E 
 F y F 
E, respectivamente; conlo que bf : E 
 F ! F 
 E es un isomor�smo, y se tiene pues una biyecci�on linealcan�onica de E 
 F y F 
E.Nota 2.5 En caso de ser E = F se ve que existe una biyecci�on lineal �unica de E
Een s�� mismo, que envia u
v sobre v
u, para u; v 2 E. Pero no podemos identi�caru
 v con v
u, pues esta biyecci�on no es la identidad. (La misma situaci�on apareceen el producto cartesiano: Si A;B son dos conjuntos; (x; y) 7! (y; x) es una biyecci�onde A �B sobre B �A; para A = B, esta biyecci�on no es la identidad).Proposici�on 2.6 (E 
 F ) 
 G y E 
 (F 
 G) son can�onicamente isomorfos aE 
 F 
G. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



54 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadDemostraci�on.- En efecto, procediendo de forma an�aloga que para la de�nici�onde producto tensorial de dos espacios vectoriales, se de�ne el producto tensorialH0 = E 
 F 
 G y una aplicaci�on trilineal can�onica '0 : E � F �G ! E 
 F 
Gdenotada por '0(u; v;w) = u
 v 
 w:De esta forma toda aplicaci�on trilineal f : E�F �G! (E
F )
G se prolongaa una aplicaci�on lineal �unicabf : E 
 F 
G! (E 
 F )
G tal que bf(u
 v 
 w) = (u
 v) 
 w:Existe una aplicaci�on lineal g : (E
F )
G! E
F
G de�nida por (u
v)
w 7!u
 v 
w tal que bf � g y g � bf son identidades. Luego E 
 F 
G y (E 
F )
G soncan�onicamente isomorfos.Se demuestra de forma similar que E 
 F 
 G ' E 
 (F 
 G). El productotensorial es pues asociativo.Proposici�on 2.7 Dadas a las aplicaciones lineales fi : Ei ! Fi; i = 1; 2, existeuna �unica aplicaci�on linealf : E1 
E2 ! F1 
 F2; f(v1 
 v2) = f1(v1) 
 f2(v2); 8v1 2 E1; 8v2 2 E2:Demostraci�on.- Consideremos la aplicaci�on bilinealg : E1 �E2 ! F1 
 F2 de�nida por (v1; v2) 7�! g�(v1; v2)� = f1(v1)
 f2(v2);existe entonces, por la propiedad de factorizaci�on universal, una �unica aplicaci�onlinealf : E1
E2 ! F1
F2; f(v1
v2) = g�(v1; v2)� = f1(v1)
f2(v2); 8(v1; v2) 2 E1�E2:Nota 2.8 La aplicaci�on f obtenida en esta Proposici�on 2.7 la denotaremos porf1 
 f2 producto tensorial de f1 y f2. La generalizaci�on al caso de m�as de dosaplicaciones es inmediata.Proposici�on 2.9 Si E,F,G son espacios vectoriales reales, el conjunto L2(E�F;G),de todas las aplicaciones bilineales de E�F en G, es isomorfo a L(E
F;G),aplicaciones lineales de E 
 F en G.Demostraci�on.- Dada una aplicaci�on bilineal f : E � F ! G, la propiedad defactorizaci�on universal de E � F , nos permite asegurar la existencia de una �unicaaplicaci�on lineal bf : E 
 F ! G. Podemos entonces de�nir la aplicaci�on�: L2(E � F;G) ! L(E 
 F;G) f 7�! �(f) = bf :Esta aplicaci�on est�a bien de�nida, es lineal, inyectiva y sobreyectiva; en conse-cuencia, � es un isomor�smo: L2(E � F;G) ' L(E 
 F;G).Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.1 Tensores sobre espacios vectoriales reales 55Corolario 2.10 Si E y F son espacios vectoriales reales(E 
 F )� ' L2(E � F; IR):Proposici�on 2.11 Sean E y F espacios vectoriales sobre IR con dimE = n ydimF =m. Si fe1; : : : ; eng es una base de E y ff1; : : : ; fmg es una base deF, entonces fei 
 fjgi=1;:::;n; j=1;:::;m es una base de E 
 F y dimE 
 F =(dim E)(dim F ) = nm.Demostraci�on.- De�nimos las aplicaciones�`k : E � F ! IR por �`k�(ei; fj )� = �ì �kj (i; ` = 1; : : : ; n; j; k = 1; : : : ;m)Estas aplicaciones se extienden por linealidad a todos los elementos de E � F yson linealmente independientes en L2(E � F; IR). En efecto, siX1�`�n1�k�m �`k�`k = 0; �`k 2 IRentonces 0 = X1�`�n1�k�m �`k�`k�(ei; fj)� = X1�`�n1�k�m �lk�ì �kj = �ij :Por tanto, y por el corolario anterior, dim (E 
F )� = dim L2(E �F; IR) � nm.Ahora bien, todo elemento u
 v = '�(u; v)� es combinaci�on lineal de ei 
 fj ='�(ei; fj)�, y ya que '(E�F ) genera a E
F , se sigue que fei
fjgi=1;:::;n; j=1;:::;mgenera a E 
 F . As��, se tiene la otra desigualdad:dim (E 
 F )� = dim E 
 F � nm:Proposici�on 2.12 Sean E y F espacios vectoriales de dimensi�on �nita. EntoncesE� 
 F ' L(E;F ):Demostraci�on.- Consideremos la aplicaci�on bilinealf : E� � F ! L(E;F ) �f�(�; v)��(u) = �(u)v; 8� 2 E�; 8u 2 E; 8v 2 F;que al factorizarla a trav�es de E� 
 F , existe una �unica aplicaci�on linealbf : E� 
 F ! L(E;F ) tal que � bf (� 
 v)�(u) = �(u)v:Probemos que bf es un isomor�smo: Sea fe1; : : : ; eng una base de E, fe1; : : : ; engsu base dual en E� y ff1; : : : ; fmg un a base de F . Demostremos quen bf(ei 
 fj )�1 � i � n; 1 � j � moVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



56 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadson linealmente independientes; siX1�i�n1�j�m �ji bf (ei 
 fj ) = 0; �ji 2 IRentonces0 =0B@ X1�i�n1�j�m �ji bf (ei 
 fj)1CA (ek) = X1�i�n1�j�m �ji �ikfj = mXj=1 �jkfj = 0 (k = 1; : : : ; n);y de aqu��, al ser ff1; : : : ; fmg una base, resulta �ji = 0.Ahora bien, ya que dim E� 
 F = dimL(E;F ) = nm, bf es un isomor�smo deE� 
 F sobre L(E;F ).Proposici�on 2.13 Dados dos espacios vectoriales E y F de dimensi�on �nita, setiene E� 
 F � ' (E 
 F )�:Demostraci�on.- Por la propiedad de factorizaci�on universal de E� � F �, la apli-caci�on bilineal f : E� � F � ! (E 
 F )� de�nida por�f�(�; �)��(u
 v) = �(u)�(v); 8(u; v; �; �) 2 E � F �E� � F �da lugar a una aplicaci�on lineal bf : E� 
 F � ! (E 
 F )� tal que� bf(� 
 �)�(u
 v) = �(u)�(v) 8(u; v; �; �) 2 E � F �E� � F �:Para probar que bf es un isomor�smo, basta con tomar bases en E;F;E�; F �, yproceder como en la demostraci�on de la proposici�on precedente.2.2 Algebra tensorialDe�nimos ahora varios espacios tensoriales asociados a un espacio vectorial real�jo E, de dimensi�on �nita.De�nici�on 2.14 Para un entero positivo r, llamamos aNr E = E
 r)� � � 
E espaciotensorial contravariante de grado r. Un elemento deNr E se denomina tensorcontravariante de grado r. Si r = 1; N1E = E, y por convenio agregamosque N0E = IR.Similarmente, NsE = E�
 s)� � � 
E� se llama espacio tensorial cova-riante de grado s, y sus elementos, tensores covariantes de grado s. EntoncesN1E = E�, y convenimos en que N0E = IR.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.2 Algebra tensorial 57De�nimos el espacio tensorial de tipo (r,s), o espacio tensorial de gradocontravariante r y de grado covariante s, como el producto tensorialNrs E = (Nr E) 
 (NsE) = E
 r)� � � 
E 
E�
 s)� � � 
E�;a sus elementos le denominamos tensores de tipo (r,s).Componentes de un tensor. Criterio de tensorialidadSea fe1; : : : ; eng una base de E y fe1; : : : ; eng su base dual en E�, entonces unabase deNrsE est�a formada por los elementos del conjunto�ei1 
 � � � 
 eir 
 ej1 
 � � � 
 ejs�1 � ik; j` � n; 1 � k � r; 1 � ` � s	 :Todo tensor de tipo (r; s) puede expresarse de forma �unica port = X1�i1���ir�n1�j1���js�n ti1���irj1���jsei1 
 � � � 
 eir 
 ej1 
 � � � 
 ejs ;donde los ti1���irj1���js son denominadas componentes de t respecto a la base feigi=1;:::;n.Para un cambio de base en E, las componentes de los tensores sufren las siguientestransformaciones:Sean fe1; : : : ; eng y f�e1; : : : ; �eng dos bases de E relacionadas por la transfor-maci�on lineal �ei = nXj=1Aji ej ; (i = 1; : : : ; n):El correspondiente cambio de las bases duales en E� est�a dado por�ei = nXj=1Bijej ; (i = 1; : : : ; n)donde B = (Bij) es la matriz inversa de la matriz A = (Aij ) tal que nXj=1AijBjk = �ik.As�� para las componentes del tensor de tipo (r; s) expresado arriba tenemos lasiguiente transformaci�on:t i1���irj1���js = X1�k1;:::;kr�n1�`1;:::;`s�n Ai1k1 � � �AirkrB`1j1 � � �B`sjs �t k1���kr`1���`s � 1�i1;:::;ir�n1�j1;:::;js�n �Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



58 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadEs �esta la ley de transformaci�on tensorial que constituye un criterio de tensoriali-dad, que nos permite averiguar cuando una serie de n�umeros reales son las compo-nentes de un tensor.De�nici�on 2.15 Al espacio vectorial suma directa T (E) = Xr;s�0 NrsE, siendoN00E = IR, se denomina �algebra tensorial de E.Un elemento de T (E) es de la forma Xr;s�0Krs , donde Krs 2 NrsE y son nulossalvo un n�umero �nito de ellos. Cada elemento de T (E) se denomina simplementetensor.Sobre T (E) se de�ne una estructura de �algebra graduada, asociativa, con elementounidad y no conmutativa sobre IR, de�niendo un producto
 : T (E) � T (E)! T (E)de la forma siguiente: siu = u1
� � �
ur
�1
� � �
�s 2NrsE y v = v1
� � �
vp
!1
� � �
!q 2Npq E;por de�nici�on, u
 v 2Nr+ps+q E es el elementou
 v = u1 
 � � � 
 ur 
 v1 
 � � � 
 vp 
 �1 
 � � � 
 �s 
 !1 
 � � � 
 !q;y se extiende este producto por linealidad a todo T (E). As�� tenemos la ley decomposici�on
 : T (E) � T (E)! T (E) (K;L) 2NrsE �Npq E 7�! K 
 L 2Nr+ps+q EEn t�erminos de componentes, siK est�a dado porKi1���irj1 ���js y L por Lk1���kp`1���`q , entonces(K 
 L)i1���ir+pj1���js+q = Ki1���irj1���jsLir+1���ir+pjs+1���js+qDe�nici�on 2.16 Los elementos de T (E) que pertenecen aNrs E se denominan ten-sores homog�eneos de grado (r,s). Un tensor homog�eneo se dice descomponiblesi puede ser escrito de la formav1 
 � � � 
 vr 
 !1 
 � � � 
 !scon vi 2 E y !j 2 E�, (i = 1; : : : ; r, j = 1; : : : ; s).De�nici�on 2.17 Sean r; s � 1, enteros; para cada par ordenado de enteros (`; k),tales que 1 � ` � r y 1 � k � s, se le asocia una aplicaci�on lineal, llamadacontracci�on y denotada por Ck̀ :Ck̀ :Nrs E !Nr�1s�1 EVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.2 Algebra tensorial 59Ck̀(v1 
 � � � 
 vr 
 !1 
 � � � 
 !s) == !k(v`)v1 
 � � � 
 bv` 
 � � � 
 vr 
 !1 
 � � � 
c!k 
 � � � 
 !s;donde vi 2 E, !j 2 E� (i = 1; : : : ; r; j = 1; : : : ; s) y b signi�ca que eset�ermino se suprime.En t�erminos de componentes la contraci�on Ck̀ aplica un tensor K 2 Nrs E decomponentes Ki1���irj1���js en un tensor Ck̀K 2Nr�1s�1E, cuyas componentes, con respectoa bases duales, est�an dadas por�Ck̀K�i1���ir�1j1���js�1 = nXh=1Ki1���i`�1hi`���ir�1j1���jk�1hjk ���js�1 :Interpretaci�on de tensores como aplicaciones multilinealesProposici�on 2.18 NsE = E�
 s)� � � 
E� es can�onicamente isomorfo al espa-cio vectorial Ls(E� s)� � � �E; IR), de todas las aplicaciones multilineales deE� s)� � � �E en IR.Demostraci�on.- Si factorizamos la aplicaci�on multilinealf : E�� s)� � � �E� ! Ls(E� s)� � � �E; IR);(�1; : : : ; �s) 7�! �f�(�1; : : : ; �s)��(v1; : : : ; vs) = �1(v1) � � � �s(vs); 8vi 2 E;a trav�es del producto tensorial E�
 s)� � � 
E�, se obtiene un isomor�smobf : E�
 s)� � � 
E� ! Ls(E� s)� � � �E; IR):Resulta, por tanto, que podemos identi�car los elementos de NsE (tensores detipo (0; s)) con aplicaciones multilineales de E� s)� � � �E en IR.Proposici�on 2.19 Nr E = E
 r)� � � 
E es isomorfo a Lr(E�� r)� � � �E�; IR)Demostraci�on.- Se procede de forma an�aloga a la proposici�on anterior. Se iden-ti�can as��, los tensores de tipo (r; 0) con aplicaciones multilineales de E�� r)� � � �E�en IR. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



60 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadProposici�on 2.20 N1sE = E 
E�
 s)� � � 
E� es isomorfo a Ls(E� s)� � � �E;E)Demostraci�on.- Usando sucesivamente las Proposiciones 2.4, 2.12 y las corres-pondientes generalizaciones de las Proposiciones 2.13 y 2.9, resultaE 
 (NsE) ' (NsE)
E ' L�(NsE)�; E� ' L(NsE;E) ' Ls(E� s)� � � �E;E):Con esta interpretaci�on un tensor K de tipo (1; s) es una aplicaci�on multilinealde E� s)� � � �E en E. Si fe1; : : : ; eng es una base de E, K = Kij1���jsei
ej1
� � �
ejsse corresponde con la aplicaci�on multilineal de E� s)� � � �E en E tal queK(ej1 ; : : : ; ejs) = Kij1���jsei:Nota 2.21 Hemos denotado por fe1; : : : ; eng la base dual, en el espacio vectorialdual E�, de la base fe1; : : : ; eng de E.Tambi�en hemos prescindido del signo de sumatorio, lo cual haremos en lo suce-sivo, entendiendo que si un super��ndice coincide con un sub��ndice de t�erminos dis-tintos el sumatorio se extiende al rango de dicho ��ndice.Similar interpretaci�on puede darse para tensores de tipo (r; s) sobre E, por ejem-plo:Proposici�on 2.22 El espacio vectorial NrsE = E
 r)� � � 
E 
 E�
 s)� � � 
E� esisomorfo a Ls;r(E� s)� � � �E � E� r)� � � �E�; IR) espacio vectorial de las apli-caciones multilineales de E� s)� � � �E �E� r)� � � �E� en IR.Demostraci�on.- Si a cada f 2 Ls;r(E� s)� � � �E � E� r)� � � �E�; IR) se le asignabf 2 L(Nsr E; IR), de tal forma que el diagrama siguiente sea conmutativoNsr E = E
 s)� � � 
E 
E� r)� � � 
E�'QQQs bf���3E� s)� � � �E �E� r)� � � �E� IRf -(siendo bf la factorizaci�on de f a trav�es del producto tensorial Nsr E), resulta unisomor�smo. As��:Ls;r(E� s)� � � �E �E� r)� � � �E�; IR) ' L(Nsr E; IR) ' (Nsr E)� '' E�
 s)� � � 
E� 
E
 r)� � � 
E ' E
 r)� � � 
E 
E�
 s)� � � 
E� 'NrsEVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.2 Algebra tensorial 61Extensi�on de un isomor�smo entre espacios vectoriales a un isomor�smoentre �algebras tensorialesProposici�on 2.23 Existe una correspondencia biyectiva can�onica entre los isomor-�smos lineales de un espacio vectorial E sobre otro espacio vectorial F y losisomor�smo de las �algebras T(E) sobre T(F) que conservan el tipo tensorialy conmutan con la contracci�on.En particular, el grupo de automor�smos de E es isomorfo, de formacan�onica, al grupo de los automor�smos del �algebra tensorial T(E) queconservan el tipo tensorial y conmutan con la contracci�on.Demostraci�on.-a) Si f : E ! F es un isomor�smo lineal, entonces su traspuesta tf : F � ! E�es un isomor�smo y tf�1 : E� ! F � es un isomor�smo. Por la Proposici�on 2.7,obtenemos un �unico isomor�smo lineal f 
 tf�1 : E 
 E� ! F 
 F �. En general,obtenemos un isomor�smo lineal de T (E) sobre T (F ) que aplicaNrs E sobreNrs F .Este isomor�smo, llamado extensi�on de f y denotado por ef , es el �unico isomor�smoentre las �algebras T (E) y T (F ) que es extensi�on de f ; la unicidad se sigue del hechode estar T (E) generado por IR,E y E�.ef conmuta con toda contracci�on, pues si v1 
 � � � 
 vr 
 �1 
 � � � 
 �s 2Nrs E� ef � Ck̀� (v1 
 � � � 
 vr 
 �1 
 � � � 
 �s) == �k(v`)f(v1)
 � � � 
[f(v`) 
 � � � 
 f(vr)
 tf�1(�1)
 � � �� � � 
 \tf�1(�k)
 � � � 
 tf�1(�s) == Ck̀�f(v1)
 � � � 
 f(vr) 
 tf�1(�1) 
 � � � 
 tf�1(�s)� == �Ck̀ � ef� (v1 
 � � � 
 vr 
 �1 
 � � � 
 �s);donde b signi�ca que se suprime ese factor. De aqu�� se deduce que Ck̀ � ef = ef � Ck̀,en todo NrsE.b) Probemos ahora que todo isomor�smo de �algebras h : T (E) ! T (F ) est�ainducido por un isomor�smo f : E ! F , en el supuesto que h conserve el tipotensorial y conmute con la contracci�on.Ya que h conserva el tipo de tensores, aplica N10E = E isom�or�camente sobreN10 F = F . Denotaremos la restricci�on de h a E por f . Ya que aplica todo elementodel cuerpo IR sobre s�� mismo, y conmuta con toda contracci�on, tenemos, para todov 2 E y � 2 E�, h(�)�f(v)� = h(�)�h(v)� = C11�h(v) 
 h(�)� == C11�h(v 
 �)� = h�C11 (v 
 �)� = h��(v)� = �(v):Entonces h(�) = tf�1(�). Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



62 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadh y la extensi�on de f coinciden sobre IR, E y E�, y ya que el �algebra tensorialest�a generada por IR, E y E�, h coincide con la extensi�on de f .2.3 Algebra exteriorTensores sim�etricos y antisim�etricosSea p un entero positivo, y consideremosNpE� ' Lp(E� p)� � � �E; IR) el espa-cio vectorial de todos los tensores covariantes de orden p sobre E. De�nimos lasaplicaciones linealesS :NpE� !NpE�; A :NpE� !NpE�;respectivamente por:(SK)(v1; : : : ; vp) = 1p! X�2SpK(v�(1); : : : ; v�(p))(AK)(v1; : : : ; vp) = 1p! X�2Sp "�K(v�(1); : : : ; v�(p))donde K 2NpE�,vi 2 E, Sp es el grupo de las permutaciones de p elementos y ��igual a +1 o -1 seg�un que la paridad de la permutaci�on � sea par o impar respectoa la permutaci�on natural (1; 2; : : : ; p).De�nici�on 2.24 A las aplicacionesA y S se les denomina operador antisimetrizaci�ony simetrizaci�on, respectivamente.Un tensor K 2NpE�, se llama antisim�etrico o alternado si AK = K yK se dice que es sim�etrico si SK = K.Estas condiciones de la de�nici�on se expresan en forma equivalente como sigue:K 2NpE� es sim�etrico si para cada 1 � i; j � p, se tieneK(v1; : : : ; vi; : : : ; vj ; : : : ; vp) = K(v1; : : : ; vj ; : : : ; vi; : : : ; vp):Similarmente, K es antisim�etrico si al intercambiar los ��ndices 1 � i; j � p,cambia el signoK(v1; : : : ; vi; : : : ; vj ; : : : ; vp) = �K(v1; : : : ; vj ; : : : ; vi; : : : ; vp);o equivalentemente K(v1; : : : ; vi; : : : ; vi; : : : ; vp) = 0:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.3 Algebra exterior 63Nota 2.25 Todo esto, de hecho, es v�alido tambi�en para el espacio de todos lostensores contravariantes de orden p sobre E: NpE. No obstante, nos ocuparemos,en lo sucesivo, solamente de los tensores covariantes antisim�etricos.El conjunto de las aplicaciones multilineales antisim�etricas de E� p)� � � �E enIR (tensores covariantes antisim�etricos de orden p sobre E) forman un subespaciovectorial deNpE� y lo denotaremos por VpE�. Ponemos V0E� = IR. Para p = 1,tenemos V1E� = E�. Y si p > n (n = dim E), entonces VpE� = f0g.Denotaremos por VE� la suma directa V0E� �V1E� � � � � �VnE�, o seaVE� = IR�E� �V2E� � � � � �VnE�:VE� es un subespacio vectorial de Xk�0 NkE�, pero no una sub�algebra, pues si� 2 VpE� y � 2 Vq E�, se puede demostrar, con un ejemplo, que � 
 � puede noser un elemento de Vp+q E�. Esto es, el producto tensorial de tensores alternadossobre E no es, en general, un tensor alternado sobre E. Sabemos que cada tensordetermina un tensor antisim�etrico: su imagen mediante el operador antisimetrizaci�onA. Este hecho nos va servir para dar otra multiplicaci�on de tensores antisim�etricos.De�nici�on 2.26 La aplicaci�on^ : VpE� �VqE� ! Vp+qE� (�; �) 7�! � ^ � = A(�
 �)se llama producto exterior de � y �.Propiedades del producto exterior1) Bilineal: Si �; �;  2 VpE�, a; b 2 IR, se tiene(a� + b�) ^  = a(� ^ ) + b(� ^ );� ^ (a� + b) = a(� ^ �) + b(� ^ );relaciones que surgen claramente de la de�nici�on de producto exterior: linealidad deA y distributividad del producto tensorial.2) Asociativa: Si � 2 VpE�; � 2 Vq E� y  2 Vr E�, entonces(� ^ �) ^  = � ^ (� ^ ):Para probarla, primero establezcamos la propiedad del operador antisimetriza-ci�on siguiente: Si P 2NpE�, Q 2Nq E� y R 2Nr E�, entoncesA(P 
Q
R) = A�A(P 
Q) 
R� = A�P 
A(Q 
R)�:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



64 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadPara ello, sea S = Sp+q+r el grupo de las permutaciones de (1; 2; : : : ; p+ q + r)y S0 el subgrupo de S que deja �jo los �ultimos r elementos; S0 es isomorfo al grupode las permutaciones Sp+q de (1; 2; : : : ; p+ q).Tenemos, para v1; : : : ; vp+q+r 2 EA�A(P 
Q) 
R�(v1; : : : ; vp+q+r) == 1(p+ q + r)! X�2S "�A(P 
Q)(v�(1); : : : ; v�(p+q))R(v�(p+q+1); : : : ; v�(p+q+r)) == 1(p+ q + r)! 1(p+ q)! X�2S X�02S0 "��0P (v��0(1); : : : ; v��0(p))Q(v��0(p+1); : : : ; v��0(p+q))R(v��0(p+q+1); : : : ; v��0(p+q+r));donde hemos usado que "�"�0 = "��0 y que �0 es la identidad sobre los �ultimos relementos de (1; 2; : : : ; p+ q + r).La relaci�on anterior es igual a1(p + q)! X�02S0 "�0�A(P 
Q
R)�(v�0(1); : : : ; v�0(p+q+r)) == �A(P 
Q
R)�(v1; : : : ; vp+q+r);ya que A(P 
Q
R) es antisim�etrico y por tanto el �ultimo sumatorio tiene (p+ q)!sumandos iguales.Por tanto A(P 
Q
R) = A�A(P 
Q) 
R�:La segunda igualdad se prueba de forma an�aloga.Tenemos que(� ^ �) ^  = �A(�
 �)� ^  = A�A(�
 �)
 � == A��
A(� 
 )� = � ^ A(� 
 ) = � ^ (� ^ ):3) Si �i 2 Vpi E�; (i = 1; : : : ; k) entonces�1 ^ �2 ^ � � � ^ �k = A(�1 
 �2 
 � � � 
 �k):Se trata de una generalizaci�on inmediata de la propiedad anterior, suprimiendolos par�entesis, debido a la asociatividad del producto tensorial.Estas propiedades nos permite dotar a VE� de una estructura de �algebra aso-ciativa sobre IRn. Para ello de�nimos el producto^ : VE� ! VE�Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.3 Algebra exterior 65simplemente extendiendo el producto exterior por bilinealidad para que se veri�quela ley distributiva. As�� si �; � 2 VE�, entonces si n = dim E� = �1 + � � � + �k; �i 2 VpiE� (1 � i � k; 0 � pi � n)� = �1 + � � �+ �`; �j 2 VqjE� (1 � j � `; 0 � qj � n = dim E)y de�nimos � ^ � = kXi=1 X̀j=1 �i ^ �j :De�nici�on 2.27 El algebra VE� asociativa as�� obtenida , se llama �algebra exterioro �algebra de Grassmann y a sus elementos se les denomina formas sobre E.Las formas en Vk E� se dicen que son de grado k o k{formas.4) El �algebra exterior VE� es anticonmutativa; es decir, se tiene la siguientepropiedad:Si � 2 VpE� y � 2 Vq E�, entonces� ^ � = (�1)pq� ^ �:Esto es equivalente a demostar queA(�
 �) = (�1)pqA(� 
 �):Para probar esta igualdad, observemos que para todo v1; : : : ; vp+q 2 E�A(�
 �)�(v1; : : : ; vp+q) == 1(p + q)! X�2Sp+q "��(v�(1); : : : ; v�(p))�(v�(p+1); : : : ; v�(p+q)) == 1(p + q)! X�2Sp+q "��(v�(p+1); : : : ; v�(p+q))�(v�(1); : : : ; v�(p)) =1(p + q)! X�2Sp+q "��(v��(1); : : : ; v��(q))�(v��(q+1); : : : ; v��(p+q)) == �A(� 
 �)�(v�(1); : : : ; v�(q); v�(q+1); : : : ; v�(p+q)) = "� �A(� 
 �)�(v1; : : : ; vp+q)siendo � la permutaci�on que env��a la (p + q){upla (1; : : : ; p; p + 1; : : : ; p + q) en la(p+1; : : : ; p+q; 1; 2; : : : ; p). Y, ya que es f�acil comprobar que "� = (�1)pq, podemosescribir � ^ � = (�1)pq� ^ �:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



66 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadProposici�on 2.28 Si f!1; : : : ; !ng es una base de E�, entonces�!i1 ^ � � � ^ !ir�1 � i1 < i2 < � � � < ir � n	es una base de Vr E� (r � n) y dim VE� = 2n.Demostraci�on.- Si r > n, sabemos que Vr E� = f0g. Sea entonces un enteror � n, y f!1; : : : ; !ng la base dual en E� de la base fe1; : : : ; eng de E.Ya que Vr E� = A(Nr E�), la imagen mediante el operador antisimetrizaci�on dela base f!i1
� � �
!irg deNr E� genera a Vr E�. Tenemos que A(!i1
� � �
!ir) =!i1 ^ � � � ^ !ir .Pero por otra parte, de acuerdo con la propiedad anticonmutativa, al permutarel orden de los i1; : : : ; ir , los elementos que se obtienen en el segundo miembro soniguales, salvo a caso un cambio de signo. Deducimos que el conjunto de �nr� elementos�!i1 ^ � � � ^ !ir�1 � i1 < i2 < � � � < ir � n	genera a Vr E�. Adem�as son independientes: seaX1�i1<���<ir�n ai1���ir!i1 ^ � � � ^ !ir = 0:Si aplicamos esta relaci�on a los vectores (ek1 ; : : : ; ekr ); 1 � k1 < � � � < kr � n,obtenemos: 0 = 0@ X1�i1<���<ir�n ai1���ir!i1 ^ � � � ^ !ir1A�(ek1 ; : : : ; ekr )�== 1r! X1�i1<���<ir�n X�2Sr "�ai1���ir!i1(e�(k1)) � � �!ir(e�(kr)) == 1r! X1�i1<���<ir�n ai1���ir!i1(ek1 ) � � �!ir (ekr ) == 1r! X1�i1<���<ir�n ai1���ir�i1k1 � � � �irkr = 1r!ak1���kr = 0:Como esto es cierto para cualquiera que sean los elementos k1 < � � � < kr toma-dos, resulta que todos los coe�cientes son nulos y los elementos del conjunto�!i1 ^ � � � ^ !ir�1 � i1 < i2 < � � � < ir � n	son independientes. As�� dim Vr E� = �nr�, ydim VE� = dim �IR�E� �V2E� � � � � �VnE�� == �n0�+�n1�+ � � �+�nn� = (1 + 1)n = 2n:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.3 Algebra exterior 67Nota 2.29 Suele darse tambi�en la siguiente de�nici�on de producto exterior, quedenotamos aqu�� por ^, de dos formas � 2 VpE� y � 2 Vq E�:� ^ � = (p+ q)!p! q! A(� 
 �):Por consiguiente, la relaci�on entre este producto exterior y el que nosotros hemosadoptado es: � ^ � = p! q!(p+ q)! � ^ �; � 2 VpE�; � 2 VqE�:Isomor�smo entre VpE� y (VpE)�El estudio que hemos hecho para tensores covariantes de orden p (NpE� =Lp(E� p)� � � �E; IR)), lo podemos efectuar de forma paralela con tensores contravari-antes de orden p (NpE = Lp(E�� p)� � � �E�; IR)). As��, podemos de�nir el subespaciovectorial de los tensores contravariantes de orden p antisim�etricos, que denotamospor VpE; y dotar al conjuntoVE = IR�E �V2E � � � � �VnEde estructura de �algebra asociativa. Se tiene entonces los siguientes isomor�smoscan�onicos:Proposici�on 2.30 VpE� es isomorfo a (VpE)�, y por consiguienteVE� ' (VE)�:Demostraci�on.- Consideremos la aplicaci�on que a ' 2 (VpE)� le asocia el ele-mento b' 2 VpE�, de�nido como sigue:b' : E� p)� � � �E ! IR b'�(v1; : : : ; vp)� = '(v1 ^ � � � ^ vp); 8v1; : : : ; vp 2 E;esta aplicaci�on b' est�a bien de�nida; es decir, b' es multilineal y alternada (o anti-sim�etrica); esto es, se trata de un elemento de VpE�.Adem�as la aplicaci�on ' 7�! b' veri�cac�' = �b' y \'+ � = b'+ b�; 8� 2 IR; 8';� 2 (VpE)�:Y, �nalmente, si b' = 0, resulta que ' = 0. Por lo que al ser dim (VpE)� =dim VpE� = �np�, se tiene que la aplicacion ' 7�! b' es un isomor�smo de (VpE)�sobre VpE�. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



68 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadComo consecuencia de estos isomor�smos para p = 0; 1; : : : ; n, se tieneVE� = nXk=0VkE� ' nXk=0(VkE)� '  nXk=0VkE!� = (VE)�:Extensi�on de un isomor�smo sobre E a un isomor�smo sobre VE�Para terminar esta secci�on, consideremos la extensi�on de un isomor�smo de unespacio vectorial E sobre s�� mismo, a un isomor�smo de VE� en s�� mismo. (Tambi�ense puede considerar el caso en que el isomor�smo sea de un espacio vectorial E sobreotro F ).Si f : E ! E es un isomor�smo, entonces f induce un �unico isomor�smo de�algebras ef : VE� ! VE� que es extensi�on de f ; ef conserva el grado tensorial, estoes, ef : Vk E� ! Vk E�.En particular, bf : VnE� ! VnE�. Entonces ya que dim VnE� = 1, existe� 2 IR tal que efj^nE� = �1j^nE� ;este escalar � es precisamente el determinante de la matriz asociada a f .2.4 Tensores en un punto de una variedadSea M una variedad diferenciable n{dimensional y consideremos los espacios vec-toriales Tx(M) y T �x (M) de los vectores tangentes y cotangentes a M en un puntox, respectivamente. Trasladando los conceptos de �algebra tensorial asociada a unespacio vectorial arbitario al espacio tangente a una variedad, tenemos las siguientesde�niciones:De�nici�on 2.31 Un tensor r veces contravariante en x 2 M es un elemento del espa-cio vectorial Nr Tx(M); es decir, una aplicaci�on T �x (M)� r)� � � �T �x (M) ! IRmultilineal.Un tensor s veces covariante en x 2 M es un elemento del espacio vectorialNs Tx(M) =Ns T �x (M); es decir, una aplicaci�on Tx(M)� s)� � � �Tx(M) ! IRmultilineal.Un tensor de tipo (r,s) en x 2 M, es decir r veces contravariante y s vecescovariante, es un elemento del espacio vectorialNrs Tx(M) = �Nr Tx(M)�
Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.5 Fibrado tangente. Campos de vectores 69�Ns T �x (M)�; esto es, una aplicaci�on multilineal Tx(M)� s)� � � �Tx(M) �T �x (M)� r)� � � �T �x (M) ! IR.Una p{forma diferencial en x 2 M es un elemento del espacio vectorialVp T �x (M); es decir, un tensor p veces covariante antisim�etrico; o lo que es lomismo, una aplicaci�on multilineal antisim�etrica Tx(M)� p)� � � �Tx(M)! IR.En particular, los vectores tangentes a M en x son tensores de tipo (1,0) en xy los vectores cotangentes o covectores a M en x, son tensores de tipo (0,1) en x o1{formas en x.La base natural del espacio tangente a una variedad en un punto x viene dadapor los vectores b�asicos asociados a un sistema coordenado alrededor de x. As��, si�U;' � (x1; : : : ; xn)� es una carta local con x 2 U , � @@x1 ; : : : ; @@xn 	 es la base deTx(M) y �dx1; : : : ; dxn	 la de T �x (M) asociadas a dicha carta. Un tensor K de tipo(r; s) en x se tendr�a la siguiente expresi�on:K = Ki1���irj1 ���js @@xi1 
 � � � 
 @@xir 
 dxj1 
 � � � 
 dxjs :Si �V; � � (y1; : : : ; yn)� es otra carta alrededor de x, respecto a �esta, K se expre-sar�a por: K = �Ki1���irj1���js @@yi1 
 � � � 
 @@yir 
 dyj1 
 � � � 
 dyjs :Por lo que la relaci�on entre ambas componentes viene dada, teniendo en cuentacomo es el cambio de base, por la siguiente relaci�on (ver p�ag. 57):�K�1����r�1����s = Ki1���irj1���js @y�1@xi1 � � � @y�r@xir @xj1@y�1 � � � @xjs@y�s :2.5 Fibrado tangente. Campos de vectoresCon objeto de estudiar la diferenciabilidad de tensores sobre una variedad di-ferenciable M introducimos nuevas variedades can�onicamente asociadas a M y as��podemos interpretar cualquier tipo de tensor como aplicaciones de M en tales varie-dades.De�nici�on 2.32 El conjunto T (M) = Sx2 Tx(M)se denomina �brado tangente a la variedad M.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



70 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadDe�nimos la aplicaci�on can�onica � : T (M) ! M en la manera siguiente: siv 2 T (M), v 2 Tx(M) para un solo x 2 M, entonces ponemos �(v) = x.Teorema 2.33 Sobre el �brado tangente T (M) de una variedad M de dimensi�on nexiste una estructura de variedad diferenciable de clase C1 y de dimensi�on2n de forma tal que � : T (M) !M es una submersi�on.Demostraci�on.- Sea �(U�; '�)�� 2 A	 un atlas sobre M. Para cada � 2 A con-sideramos el subconjunto ��1(U�) � T (M), y de�nimose'� : ��1(U�)! '�(U�) � IRn � IR2nv 7�! e'�(v) = �'�(�(v)); v1�; : : : ; vn�� = �x1�(�(v)); : : : ; xn�(�(v)); v1�; : : : ; vn��;donde (x1�; : : : ; xn�) son las funciones coordenadas de (U�; '�) y (v1�; : : : ; vn�) son lascomponentes de v 2 T�(v)(M) respecto a la base natural relativa a dicha carta; estoes, v = nXi=1 vi� @@xi� .La colecci�on de pares �(��1(U�); e'�)�� 2 A	 veri�can las siguientes propieda-des, que permiten de�nir una estructura diferenciable sobre T (M):1) Para todo � 2 A; e'� es biyectiva sobre su imagen.2) Si (U�; '�) y (U�; '�) son dos cartas locales en M, tales que U� \ U� 6= �,entonces ��1(U�) \ ��1(U�) 6= �, y la composici�one'� � e'�1� : e'����1(U�) \ ��1(U�)�! e'��(��1(U�) \ ��1(U�)�es una aplicaci�on diferenciable; pues est�a dada por(e'� � e'�1� )(�1; : : : ; �n; �1; : : : ; �n) == 0@('� �'�1� )(�(�1; : : : ; �n)); nXj=1 @@xj� (x1�)�j�; : : : ; nXj=1 @@xj� (xn�)�j�1A ;donde (�1; : : : ; �n; �1; : : : �n) 2 e'� ���1(U�) \ ��1(U�)�, '� � (x1� ; : : : ; xn�) y v =nXi=1 �i� @@xi� , y, por tantoe'� � e'�1� = ('� �'�1� ) � J('� �'�1� );donde J('� �'�1� ) : IRn ! IRn es la aplicaci�on diferenciable determinada por lamatriz Jacobiana de '� �'�1� .3) La colecci�on �e'�1� (W )�� 2 A y W conjunto abierto en IR2n	 constituyeuna base para la topolog��a de T (M). Para esta topolog��a en T (M) la familia�(��1(U�); e'�)�� 2 A	 constituye un atlas para una estructura diferenciable dedimensi�on 2n sobre T (M). Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.5 Fibrado tangente. Campos de vectores 714) Con esta topolog��a es f�acil demostrar que T (M) es separado:Sean v1; v2 2 T (M); v1 6= v2. Distinguiremos dos casos:a) Si v1 2 Tx1(M); v2 2 Tx2(M), con x1 6= x2. Como M es separado, existenU1; U2 abiertos disjuntos y x1 2 U1; x2 2 U2. Luego ��1(U1); ��1(U2) son abiertosdisjuntos de T (M) y v1 2 ��1(U1); v2 2 ��1(U2).b) Si v1; v2 2 Tx1(M). Respecto a la carta (U;') en M, e'(v1) = (x; �1; : : : ; �n),'(v2) = (x; �1; : : : ; �n). Como � = (�1; : : : ; �n), � = (�1; : : : ; �n), � 6= � y IRn esseparado, existen abiertos disjuntos W1;W2 en IRn con � 2 W1; � 2 W2. Luegoe'�1('(U) �W1), e'�1('(U) �W2) son abiertos disjuntos en T (M) y se tiene quev1 2 e'�1('(U) �W1), v2 2 e'�1('(U) �W2).5) Si consideramos sobre T (M) la estructura de variedad diferenciable as�� de-�nida, � : T (M) ! M es trivialmente diferenciable y su aplicaci�on inducida essobreyectiva, se trata pues de una submersi�on.De�nici�on 2.34 Un campo de vectores sobre una variedad diferenciable M, es unaaplicaci�on X : M! T (M), tal que � �X = 1 .As�� pues, dar un campo de vectores consiste en asignar a cada punto de lavariedad un vector tangente en dicho punto.DadoX, campo de vectors sobreM, y f 2 F(M), funci�on real diferenciables sobreM, de�nimos la aplicaci�onXf :M! IR por (Xf)(x) = X(x)�f� =: Xx(f) 8x 2 M:Si �U;' � (x1; : : : ; xn)� es una carta local deM, de�nimos los campos de vectores@@xi : U ! T (U), por @@xi (x) 2 Tx(M), 8x 2 U ; estando dada sobre U la estructurade variedad diferenciable inducida por la de M.Proposici�on 2.35 Un campo de vectores X : M! T (M) es diferenciable si y s�olosi 8f 2 F(M); Xf 2 F(M).Demostraci�on.- Ya que la diferenciablidad tiene car�acter local, basta con hacerla demostraci�on en una carta (U;') de funciones coordenadas (x1; : : : ; xn).1) Supongamos que X : U ! T (U) y f : U ! IR son diferenciables, probemosque Xf 2 F(U).8x 2 U; Xx = nXi=1Xix @@xi jx, siendo � @@xi 	i=1;:::;n los campos de vectores b�asicosen U . De�nimos las aplicaciones Xi : U ! IR, por Xi(x) = Xix. Entonces(Xf)(x) = Xx(f) = nXi=1Xi(x) @@xi jx(f) = nXi=1Xi(x)�@(f �'�1)@ri �'� (x):As�� Xf es suma de productos de funciones diferenciables.2) Rec��procamente, la aplicaci�on X es diferenciable si lo es la aplicaci�onVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



72 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedade' �X �'�1 : '(U) ! '(U) � IRn; (x1; : : : ; xn) 7�! (x1; : : : ; xn;X1; : : : ;Xn);la cual lo es al ser todas sus funciones componentes diferenciables.Al conjunto de los campos de vectores diferenciables sobre M lo denotamos porX(M) , el cual, con las operaciones siguientes, es un F(M){m�odulo:(X + Y )x(f) = Xx(f) + Yx(f)(fX)x(g) = f(x)Xx(g) � 8X;Y 2 X(M); 8f; g 2 F(M); 8x 2 M:En particular X(M) es un espacio vectorial sobre IR.Si U es un abierto coordenado de M, con funciones coordenadas (x1; : : : ; xn), loscampos de vectores � @@x1 ; : : : ; @@xn	 es una base de X(U).Se tienen unos ejemplos notables de subvariedades en el �brado tangente T (M)a una variedad diferenciable:{ Si x 2 M, cada �bra ��1(x) = Tx(M) es una subvariedad regular de T (M), y� es una submersi�on.{ Si X 2 X(M), X(M) es una subvariedad de T (M), pues X : M! T (M) es unainmersi�on inyectiva.Algebra de Lie de los campos de vectores diferenciables sobre MSi X;Y 2 X(M), de�nimos un producto en X(M), que denominaremos corchete,por la relaci�on siguiente:[X;Y ]x(f) = Xx(Y f) � Yx(Xf); 8f 2 F(M); 8x 2 M:Se veri�can las siguientes propiedades:1) [X;Y ] 2 X(M) (Campo de vectores diferenciable)2) [X;Y ] = �[Y;X] (Anticonmutatividad)3) [X + Y;Z] = [X;Z] + [Y;Z] (Bilinealidad respecto a la suma)4) [�X;Y ] = [X;�Y ] = �[X;Y ] ( " " al producto por un escalar)5) [X; [Y;Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X;Y ]] = 0 (Identidad de Jacobi)6) [fX; gY ] = fg[X;Y ] + f(Xg)Y � g(Y f)X,para todo X;Y;Z 2 X(M); 8f; g 2 F(M); � 2 IR.Se deduce de ellas que X(M) es un �algebra sobre IR, que por veri�car las pro-piedades 2) y 5) (identidad de Jacobi) se denomina �algebra de Lie de los campos devectores diferenciables sobre M.Si X;Y 2 X(U); �U;' � (x1; : : : ; xn)� una carta local de M, y Xi e Y i son lascomponentes de los campos X e Y en la base de campos de vectores � @@x1 ; : : : ; @@xn	,las funciones componentes de [X;Y ] 2 X(M) son[X;Y ]i = nXk=1�Xk @@xk (Y i) � Y k @@xk (Xi)� :Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.6 Fibrado cotangente. 1{formas diferenciales 732.6 Fibrado cotangente. 1{formas diferencialesDe�nici�on 2.36 El conjunto T �(M) = Sx2 T �x (M)se denomina �brado cotangente a la variedad M.Es el conjunto de todos los covectores en todos los puntos de la variedad M. Setiene la proyecci�on can�onica � : T �(M) ! M de�nida como sigue: si ! 2 T �(M),entonces ! 2 T �x (M), para un �unico x 2 M y ponemos �(!) = x.Teorema 2.37 Sobre el �brado cotangente T �(M) existe una estructura de varie-dad diferenciable de dimensi�on 2n, de forma tal que la aplicaci�on proyecci�on� : T �(M)! M es una submersi�on.Demostraci�on.- Se procede de forma an�aloga que para el caso del �brado tangente.Tomando los homomor�smos coordenados a partir de las aplicaciones biyectivas e'�de�nidas a continuaci�on:Si f(U�; '�)=� 2 Ag es un atlas para la estructura diferenciable de M. Para cada� 2 A, consideramos el subconjunto ��1(U�) � T �(M) y las aplicacionese'� : ��1(U�) ! '�(U�)� IRn � IR2nde�nidas de la forma siguiente: si ! 2 ��1(U�), entonces �(!) 2 U�; y si (x1�; : : : ; xn�)son las funciones coordenadas de la carta (U�; '�), fdx1�; : : : ; dxn�g es la base naturalde T ��(!)(M) y ! = nXi=1 !�i dxi�, de�nimose'�(!) = �'�(�(!)); !�1 ; : : : ; !�n�:El conjunto ��e'�; ��1(U�)��� 2 A	 permite dar una estructura diferenciableen T �(M), respecto a la cual � : T �(M) ! M es una aplicaci�on diferenciable coninducidad sobreyectiva.De�nici�on 2.38 Una 1{forma diferencial sobre una variedad diferenciable M, esuna aplicaci�on ! : M! T �(M) tal que � �! = 1 .Dados un campo de vectores X y una 1{forma diferencial ! sobre M, de�nimosla aplicaci�on!(X) : M! IR poniendo �!(X)�(x) = !x(Xx); 8x 2 M:Si �U;' � (x1; : : : ; xn)� es una carta local de M, de�nimos las 1{formas dife-renciales dxi : U ! T �(U), por dxi(x) 2 T �x (M); 8x 2 U ; consider�andose en Ula estructura diferenciable inducida por la de M. Se tiene de forma inmediata lasiguiente: Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



74 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadProposici�on 2.39 Una 1{forma diferencial ! : M! T �(M) es diferenciable ,(8X 2 X(M)) !(X) 2 F(M)).Designaremos por 
1(M) el conjunto de todas las 1{formas diferenciales diferen-ciables sobre M.
1(M) constituye un F(M){m�odulo, de�niendo la suma de 1{formas y el productopor una funci�on diferenciable de manera natural. En particular, 
1(M) es un espaciovectorial real, no necesariamente de dimensi�on �nita.Si (U;') es una carta local con funciones coordenadas (x1; : : : ; xn), el conjunto
1(U) est�a generado por las 1{formas diferenciables dxi (i = 1; : : : ; n); adem�as�dx1; : : : ; dxn	 son independientes. Luego 
1(U) es un F(U){m�odulo de dimen-si�on n.Dada f 2 F(M), funci�on real diferenciable, induce la 1{forma diferencial diferen-ciable de�nida como sigue df :M! T �(M)tal que para todo x 2 M, df(x) es la aplicaci�on lineal (ver p�ag. 26)df(x) : Tx(M)! IR; df(x)(v) = v(f); 8v 2 Tx(M):La diferenciabilidad de df surge de que en una carta local (U;' � (x1; : : : ; xn))se tiene df = nXi=1 @@xi (f)dxi:Dada una aplicaci�on diferenciable � : M ! N entre dos variedades diferencia-bles, ella induce aplicaciones entre los �brados tangentes y cotangentes de la formasiguiente: �� : T (M)! T (N) v 2 T (M) 7�! ��(v) 2 T (N)de tal forma que si v 2 Tx(M), ��(v) es el elemento ��(x)�v� de T�(x)(N) determinadopor la aplicaci�on inducida entre los espacios tangentes ��(x) : Tx(M) ! T�(x)(N)(Proposisi�on 1.46).Si adem�as � es biyectiva induce la aplicaci�on entre los �brados cotangentes�� : T �(N) ! T �(M)tal que si ! 2 T �(N), existe un x 2 M y ! 2 T ��(x)(N); entonces ��(!) es el covectoren T �x (M) dado por la aplicaci�on lineal (ver p�ag. 27):��(!) : Tx(M)! IR v 7�! !���(x)�v��; 8v 2 Tx(M):Ejercicio.- Probar que si � : M ! N es un difeomor�smo, las aplicacionesinducidas �� : T (M)! T (N) y �� : T �(N) ! T �(M) son diferenciables.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.7 Fibrado tensorial. Campos de tensores 752.7 Fibrado tensorial. Campos de tensoresGeneralizemos ahora, de manera natural, los conceptos de �brados tangentes ycotagentes para el caso de tensores sonre una variedad.De�nici�on 2.40 El conjunto T rs (M) = Sx2 (NrsTx(M))se denomina �brado tensorial a la variedad M.Existe una proyecci�on can�onica � : T rs (M) ! M, tal que si K es un elemento deT rs (M), entonces �(K) es el �unico elemento x 2 M para el cual K 2Nrs Tx(M).Teorema 2.41 Sobre el �brado tensorial T rs (M) existe una estructura de variedaddiferenciable de dimensi�on n+nr+s, de forma tal que la aplicaci�on proyecci�on� : T rs (M) !M es una submersi�on.Demostraci�on.- Se procede de forma an�aloga a la del caso de los �brados tan-gente y cotangente. Tomando los homeomor�smos coordenados como las aplica-ciones biyectivas e'� de�nidas, a partir de un atlas f(U�; '�)g�2A para la estructuradiferenciable de M, de la forma siguiente: Sobre el subconjunto ��1(U�) � T rs (M),e'� : ��1(U�)! '�(U�)� IRnr+s � IRn+nr+sest�a de�nida como sigue: si K 2 ��1(U�), entonces �(K) 2 U�, y si (x1�; : : : ; xn�)son las funciones coordenadas de la carta (U�; '�),n @@xi1� 
 � � � 
 @@xir� 
 dxj1� 
 � � � 
 dxjs� oes la base natural de Nrs T�(K)(M); por tantoK = Ki1���irj1���js @@xi1� 
 � � � 
 @@xir� 
 dxj1� 
 � � � 
 dxjs� ,y por de�nici�on ponemos e'�(K) = �'���(K)�;Ki1���irj1���js� :El conjunto �(e'�; ��1(U�))�� 2 A	 constituye un atlas para una estructura di-ferenciable en T rs (M), para la cual � : T rs (M) ! M es diferenciable y su inducida essobreyectiva.De�nici�on 2.42 Un campo tensorial de tipo (r; s) sobre una variedad diferenciableM, est�a dado por una aplicaci�on K : M! T rs (M), tal que � �K = 1 .Dados s campos de vectores diferenciables,X1; : : : ;Xs 2 X(M) y r 1{formas dife-renciables, !1; : : : ; !r 2 
1(M); de�nimos la funci�on real, para cada campo tensorialK de tipo (r; s) y para cada x 2 M, siguienteK(X1; : : : ;Xs; !1; : : : ; !r) : M! IRVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



76 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadx 7�! �K(X1; : : : ;Xs; !1; : : : ; !r)� (x) = Kx �X1(x); : : : ;Xs(x); !1(x); : : : ; !r(x)� :Si �U;' � (x1; : : : ; xn)� es una carta local deM, de�nimos los campos de tensoresde tipo (r; s) b�asicos@@xi1 
 � � � 
 @@xir 
 dxj1 
 � � � 
 dxjs : U ! T rs (U)por @@xi1 jx
 � � � 
 @@xir jx
 dxj1 jx
 � � � 
 dxjs jx 2Nrs Tx(M); 8x 2 U ; donde en Use considera la estructura diferenciable inducida por la de M.Proposici�on 2.43 Un campo tensorial de tipo (r,s), K : M ! T rs (M) es diferen-ciable si y s�olo si 8X1; : : : ;Xs 2 X(M) y 8!1; : : : ; !r 2 
1(M) se tiene queK(X1; : : : ;Xs; !1; : : : ; !r) 2 F(M).Por Trs(M) indicaremos el conjunto de todos los campos de tensores de tipo (r; s)diferenciables sobre M.Trs(M) constituye un F(M){m�odulo. Siendo T10(M) = X(M) y T01(M) = 
1(M).Si �U;' � (x1; : : : ; xn)� es una carta local de M, el conjunto Trs(U) est�a generadopor los campos de tensores b�asicos de tipo (r; s) @@xi1 
� � �
 @@xir 
dxj1 
� � �
dxjs(1 � i1; : : : ; ir; j1; : : : ; js � n); adem�as estos campos tensoriales son independientes,por lo que Trs(U) es un F(U){m�odulo de dimensi�on nr+s.Como se observa con claridad, es condici�on necesaria y su�ciente para la dife-renciabilidad de un campo de tensores K, dado el caracter local de este concepto,que sus componentes respecto a una carta �U;' � (x1; : : : ; xn)� en M, Ki1���irj1 ���js , seandiferenciables en U .Daremos a continuaci�on otra interpretaci�on de campos de tensores de tipo (0; s)y (1; s) seg�un el punto de vista de las Proposiciones 2.18 y 2.20. Antes necesita-mos establecer los dos lemas siguientes: El primero es la versi�on para funcionesdiferenciables del Teorema de Tietze para aplicaciones continuas.Lema 2.44 Sea M una variedad diferenciable, K un compacto contenido en unabierto W de M. Entonces, existe sobreM una funci�on diferenciable de claseC1 con valores comprendidos entre 0 y 1, igual a 1 sobre K y a 0 sobreM�W .Demostraci�on.- Consideremos en primer lugar el caso en el queW est�e contenidoen un abierto coordenado de una carta local (U;'). Si la funci�on buscada existe,es de la forma f = g �' donde g es una funci�on diferenciable en IRn, con soporte(la clausura del conjunto de puntos � donde g(�) 6= 0, sop(g) = f� 2 IRn=g(�) 6= 0g)compacto contenido en '(W ), y con valores comprendidos entre 0 y 1, igual a 1 sobreel compacto A = '(K), igual a 0 sobre IRn � '(W ). La clausura �A es compacta;existe, entonces, un recubrimiento �nito de A por bolas Bi, cada una de las cualesconc�entrica a una bola B0i � '(W ). Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.7 Fibrado tensorial. Campos de tensores 77Sean B = Bnc (a); B0 = Bnc (b) un par de estas bolas, de centro c y radiosa; b (a < b). Consideremos la funci�on h : IR! IR, de�nida porh(t) = ( e( 1t�b� 1t�a ) para a < t < b0 para �1 < t � a; b � t <1h es positiva y diferenciable sobre IR. La funci�on � : IR! IR�(t) = R t�1 h(u) duR +1�1 h(u) dues positiva y diferenciable sobre IR, con valores comprendidos entre entre 0 y 1, iguala 0 para t � a, e igual a 1 para t � b.La aplicaci�on g : IRn ! IR de�nida porg(x) = �(r) x 2 IRn; r = d(c; x)es positiva, diferenciable y de valores comprendidos entre 0 y 1: igual a 0 en B, y a1 en IRn �B0.Si designamos por gi las aplicaciones as�� de�nidas para todo par de bolas Bi; B0i,la funci�on g = 1�Yi gies positiva, diferenciable, de valores comprendidos entre 0 y 1, igual a 1 sobre SiBie igual a 0 sobre Ti(IRn�B0i) = IRn�SiB0i. Como '(K) � SiBi y SiB0i � '(W ),esta funci�on es igual a 1 sobre '(K), y a 0 sobre IRn � '(W ). Con lo que quedademostrado el lema para el caso en que W est�e contenido en un abierto coordenado.En el caso en que K sea un compacto contenido en abierto cualquiera W de M,notemos que K admite un recubrimiento �nito por compactos K�, tales que cadaK� est�a contenido en un abiertoW� de W , contenido en un abierto coordenado U�,de modo que K � S�K� y S�W� �W . Si designamos por f� la funci�on de�nidapor cada ��ndice �, la funci�on f = 1�Y� (1 � f�)es positiva sobre toda la variedadM, diferenciable, con valores conprendidos entre 0 y1, igual a 1 sobreS�K� y en consecuencia sobreK, e igual a 0 sobreT�(M�W�) =M�S�W� y por tanto sobre M�W .El segundo lema que necesitamos es el que expresa el caracter local del campode tensores K:Lema 2.45 Si K 2 T0s(M); Xi 2 X(M); Yi 2 X(M) (i = 1; : : : ; s), tal que Xi = Yien un entorno abierto U de x 2 M, entoncesK(X1; : : : ;Xs) = K(Y1; : : : ; Ys) en U:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



78 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadDemostraci�on.- Es su�ciente demostrar que si X1 = 0 en U , entonces tambi�ense veri�ca que K(X1; : : : ;Xs) = 0 en U . Para y 2 U , el Lema 2.44, garantiza alexistencia de una funci�on diferenciable f :M! IR tal que f(y) = 0 y f � 1 fuera deU . Entonces X1 = fX1 y K(X1; : : : ;Xs) = fK(X1; : : : ;Xs), que se anula en y.Proposici�on 2.46 Un campo de tensores de tipo (0,s) sobre M puede ser conside-rado como una aplicaci�on multilinealK : X(M)� s)� � � �X(M)! F(M)tal que K(f1X1; : : : ; fsXs) = f1 � � � fsK(X1; : : : ;Xs);para fi 2 F(M) y Xi 2 X(M) (i = 1; : : : ; s):Inversamente, una tal aplicaci�on puede ser considerada como un campode tensores de tipo (0,s).Demostraci�on.- Dado un campo de tensores K de tipo (0; s), para cada puntox de M, Kx : Tx(M)� s)� � � �Tx(M) ! IR es una aplicaci�on multilineal por laProposici�on 2.18, y entoncesK : X(M)� s)� � � �X(M)! F(M)(X1; : : : ;Xs) 7�! K(X1; : : : ;Xs) : M! IRx 7�! Kx ((X1)x; : : : ; (Xs)x)satisface la condici�on del enunciado.Rec��procamente, sea K : X(M)� s)� � � �X(M)! F(M)una aplicaci�on F(M){multilineal. Lo esencial en la demostraci�on es establecer que elvalor de la funci�on K(X1; : : : ;Xs) en un punto x depende s�olo de los Xi en x. Estoimplicar�a que K induce una aplicaci�on multilineal de Tx(M)� � � � � Tx(M) sobre IRpara cada x.Tenemos que demostrar que si X1 se anula en un punto x, tambi�en se anulaK(X1; : : : ;Xs). Sean x1; : : : ; xn funciones coordenadas alrededor del punto x yX1 =Pni=1 f i @@xi . Podemos tomar los campos de vectores Yi y las funciones diferenciablestales que gi = f i e Yi = @@xi para i = 1; : : : ; n en alg�un entorno U de x. EntoncesX1 = Pni=1 giYi en U . Por el Lema 2.45, K(X1; : : : ;Xs) = giK(Yi;X2; : : : ;Xs) enU . Ya que gi(x) = f i(x) = 0 para i = 1; : : : ; n, as�� K(X1; : : : ;Xs) se anula en x.An�alogamente se demuestra el resultado para campos de tensores de tipo (1,s):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.7 Fibrado tensorial. Campos de tensores 79Proposici�on 2.47 Un campo de tensores de tipo (1,s) sobre M puede ser conside-rado como una aplicaci�on multilinealK : X(M)� s)� � � �X(M)! X(M)tal que K(f1X1; : : : ; fsXs) = f1 � � � fsK(X1; : : : ;Xs);para fi 2 F(M) y Xi 2 X(M) (i = 1; : : : ; s):Inversamente, una tal aplicaci�on puede ser considerada como un campode tensores de tipo (1,s).Sea � :M! N un difeomor�smo entre variedades diferenciables, para cada puntox 2 M se tienen los isomor�smos lineales siguientes��(x) : Tx(M) ! T�(x)(N);��(x) = t��(x) : T ��(x)(N) ! T �x (M);���1�� (�(x)) : T �x (M) ! T ��(x)(N):Se de�ne entonces el siguiente isomor�smoe�(x) :NrsTx(M)!NrsT�(x)(N)dado para Kx = v1 
 � � � 
 vr 
 �1 
 � � � 
 �s 2NrsTx(M) pore�(Kx) = ��(v1) 
 � � � 
 ��(vr) 
 (��1)�(�1)
 � � � 
 (��1)�(�s);y se extiende por linealidad, obteni�endose as�� un isomor�smo de espacios vectoriales.Tratamos ahora de asociar al difeomor�smo � : M! N un isomor�smo entre las�algebras T(M) y T(N). Siendo T(M) el conjunto de las aplicaciones diferenciables deM en el �brado Sx2 Xr;s�0NrsTx(M) que compuesta con la proyecci�on can�onica dala identidad en M (tensores diferenciables de cualquier tipo sobre M).Para ello empezamos de�niendo las siguientes aplicaciones:e� : T00(M) = F(M) ! T00(N) = F(N); e�(f) = f ���1; 8f 2 T00(M)e� : T10(M) = X(M)! T10(N) = X(N); e�(X) = �� �X � ��1; 8X 2 T10(M)e� : T01(M) = 
1(M)! T01(N) = 
1(N); e�(!) = (��1)� �! ���1; 8! 2 T01(M)Las cuales se extendienden de modo natural a una �unica aplicaci�one� : T(M) ! T(N);y se tiene el siguiente resultado, bas�andonos en la Proposici�on 2.23Proposici�on 2.48 Todo difeomor�smo � :M! N induce un �unico isomor�smo de�algebra e� : T(M) ! T(N) que conserva el tipo tensorial y conmuta con lacontraci�on. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



80 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedad2.8 Formas diferencialesConsideremos en cada punto x 2 M, de una variedad diferenciable M de di-mensi�on n, el espacio vectorial Vk T �x (M), de dimensi�on �nk�.De�nici�on 2.49 Al conjunto VkM = Sx2 �VkT �x (M)�se denomina �brado de las k{formas de la variedad M.Y se denota por � : VkM ! M la proyecci�on can�onica. Enunciamos, a con-tinuaci�on resultados an�alogos a los que se tienen para los �brados anteriormenteestudiados y de los cuales omitiremos su demostraci�on:Teorema 2.50 VkM tiene una estructura de variedad diferenciable de dimensi�onn+ �nk� tal que � : VkM! M es una submersi�on.De�nici�on 2.51 Una k{forma diferencial sobre M a una aplicaci�on ! : M ! VkM,tal que � �! = 1 .Si ! es una k{forma diferencial y X1; : : : ;Xk 2 X(M) se considera la funci�on!(X1; : : : ;Xk) : M! IRx 2 M 7�! (!(X1; : : : ;Xk)) (x) = !x (X1(x); : : : ;Xk(x)) 2 IR:Si �U;' � (x1; : : : ; xn)� es una carta local en M, de�nimos las k{formas diferen-ciables dxi1 ^ � � � ^ dxik : U ! Vk U , por dxi1 jx ^ � � � ^ dxik jx 2 Vk(T �x (M)).Proposici�on 2.52 Una k{forma diferencial ! : M! VkM es diferenciable si y s�olosi 8X1; : : : ;Xk 2 X(M) se tiene que !(X1; : : : ;Xk) es diferenciable.Representaremos por 
k(M) el conjunto de todas las k{formas diferenciablessobre M.Cada 
k(M) es un F(M){m�odulo y si U es un abierto coordenado 
k(U) es unF(U)-m�odulo de dimensi�on �nita igual a �nk�.Si consideramos el espacio �brado de todas las formas diferenciables sobre unavariedad: Sx2 nXk=0VkT �x (M); sobre el conjunto 
(M) de todas las formas diferencia-les diferenciables (es decir, de todas las aplicaciones diferenciales de M en tal �bradoque compuestas con la proyecci�on can�onica dan la identidad en M), se puede de�nirVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.8 Formas diferenciales 81una estructura de �algebra, con las operaciones suma de formas del mismo grado,multiplicaci�on por un escalar y con un producto dado por(� ^ �)(x) = �(x) ^ �(x); � 2 
p(M); � 2 
q(M);obteni�endose as�� una (p + q){forma. El �algebra as�� obtenida se denomina �algebrade Grassmann o �algebra exterior de una variedad diferenciable M, y se suele denotartambi�en por G(M) .Sean M y N variedades diferenciables y � : M ! N una aplicaci�on diferenciable.Entonces � induce una aplicaci�on entre las �algebras de Grassmann respectivas:�� : G(N) ! G(M), de�nida como sigue:��f = f � �; 8f 2 
0(N) � F(N)(��!)x (X1(x); : : : ;Xk(x)) = !�(x) (��(X1(x)); : : : ; ��(Xk(x)))8! 2 
k(N) (k � 0); x 2 M; X1; : : : ;Xk 2 X(M):Es claro que si f y ! son diferenciables tambi�en lo son ��f y ��!.Finalmente se extiende �� a todo 
(N) por linealidad.Las propiedades siguientes son f�aciles de establecer:1. �� aplica k{formas sobre k{formas: �� : 
k(N) ! 
k(M).2. �� es un homomor�smo de �algebras; es decir, �� es lineal y��(� ^ �) = ��� ^ ��� 8�; � 2 
(N):3. Si f 2 F(N), entonces d(��f) = ��(df).4. Si ! 2 
k(N) se expresa localmente, respecto a una carta �U;' � (x1; : : : ; xn)�,por ! = ai1���ikdxi1 ^ � � � ^ dxikentonces ��! = (ai1���ik � �)d(xi1 ��) ^ � � � ^ d(xik ��):5. (1 )� = 1
( ).6. (� ��)� = �� � ��, donde � : M ! N y � : N ! P son aplicacionesdiferenciables entre variedades. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



82 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedad2.9 Diferencial exteriorTeorema 2.53 Sea M una variedad diferenciable, existe una �unica aplicaci�on lineald : 
(M)! 
(M)llamada la diferencial exterior, tal que cumple las propiedades siguientes:1. d : 
k(M) ! 
k+1(M).2. d(f) = df (diferencial ordinaria), f 2 
0(M) � F(M).3. d(� ^ �) = (d�) ^ � + (�1)k� ^ d�; � 2 
k(M); � 2 
(M).4. d2 = d � d = 0.Para la demostraci�on necesitamos el siguiente Lema 2.54 que a�rma que paratodo operador diferencial exterior d, (d!)(x) depende s�olo del valor de ! en unentorno abierto de x.Lema 2.54 Sea d : 
(M)! 
(M) lineal y satisfaciendo las condiciones del teorema.Supongamos que ! 2 
(M) es tal que !jW = 0 para alg�un conjunto abiertoW � M. Entonces (d!)jW = 0.As��, si !; � 2 
(M) son tales que !jW = �jW , entonces (d!)jW = (d� )jW .Demostraci�on.- Supongamos que !jW = 0. Sea x0 2 W y f 2 F(M) tal quef(x0) = 1 y f(x) = 0;8x 62W (ver Lema 2.44). Entonces f! es id�enticamente nulaen M, as�� que 0 = d(f!) = (df) ^ ! + fd!:Evaluando en x0, resulta (d!)(x0) = 0. Ya que esto se tiene para todo x0 2 W ,d!jW = 0.Si !jW = �jW , entonces (! � � )jW = (d! � d� )jW = 0 y (d!)jW = (d� )jW .Demostraci�on del Teorema.- Unicidad: Supongamos que d : 
(M) ! 
(M)satisface las condiciones del teorema. Sea x 2 M, �U;' � (x1; : : : ; xn)� una cartaalrededor de x y ! 2 
k(M). Entonces la restricci�on de ! a U se expresa por:!jU = X1�i1<���<ik�n ai1���ikdxi1 ^ � � � ^ dxik ; ai1���ik 2 F(U):Ahora bien, el t�ermino de la derecha de esta ecuaci�on no es una forma diferencialsobre M, por tanto no le podemos aplicar el operador d. No obstante, sea U1 unabierto conteniendo a x con U1 compacto y U1 � U , y sea (en virtud del Lema 2.44)g 2 F(M) tal que g(x) = 1;8x 2 U1; g(x) = 0;8x 62 U .Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.9 Diferencial exterior 83Entonces e! = X1�i1<���<ik�n(gai1���ik)d(gxi1 ) ^ � � � ^ d(gxik ) 2 
k(M)entendiendo los producto de funciones de la f�ormula, gh, para h 2 F(U), como sigue(gh)(x) = � g(x)h(x) x 2 U0 x 62 UAdem�as se tiene, e!jU1 = !jU1 . Y, por el Lema 2.54, se sigue que (de!)jU1 =(d!)jU1 .Si ahora calculamos su diferencialde! = X1�i1<���<ik�n d�gai1���ikd(gxi1 ) ^ � � � ^ d(gxik)�= X1�i1<���<ik�n d(gai1���ik) ^ d(gxi1) ^ � � � ^ d(gxik ) ++ X1�i1<���<ik�n gai1���ikd�d(gxi1 ) ^ � � � ^ d(gxik)� == X1�i1<���<ik�n d(gai1���ik) ^ d(gxi1) ^ � � � ^ d(gxik ):En particular, ya que g es id�enticamente 1 en U1 y ya que (de!)jU1 = (d!)jU1 ,(d!)jU1 = X1�i1<���<ik�n nXj=1 @@xj (ai1 ���ik )dxj ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik :As��, si d existe, su valor en x sobre k{formas debe estar dado por esta f�ormula.Ya que x es arbitrario en M y que toda forma diferencial es suma de k{formas,k 2 f0; 1; : : : ; ng, la unicidad queda establecida.Existencia: Primeramente de�nimos d localmente. Sea �U;' � (x1; : : : ; xn)� unacarta en M, de�nimos dU : 
(U) ! 
(U)como sigue, para! = X1�i1<���<ik�n ai1���ikdxi1 ^ � � � ^ dxik ; ai1���ik 2 F(U)dU! = X1�i1<���<ik�n nXj=1 @@xj (ai1 ���ik)dxj ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik :Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



84 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadExtendemos dU a 
(U) por linealidad.Las propiedades (1) y (2) se satisfacen claramente.Para veri�car (3) y (4), notemos primero que cada forma en 
(U) es suma deformas de tipo adxi1 ^ � � � ^ dxik :Por la linealidad de d, junto con la distributividad de la multiplicaci�on respectoa la suma, es su�ciente comprobar (3) y (4) sobre formas de este tipo:(3) Supongamos� = adxi1 ^ � � � ^ dxik ; � = bdxj1 ^ � � � ^ dxj` :Entoncesd(� ^ �) = d(ab dxi1 ^ � � � ^ dxik ^ dxj1 ^ � � � ^ dxj`) == nXr=1� @@xr (a)b + a @@xr (b)� dxr ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik ^ dxj1 ^ � � � ^ dxj` ==  nXr=1 @@xr (a)dxr ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik! ^ �b dxj1 ^ � � � ^ dxj`�++(�1)k �a dxi1 ^ � � � ^ dxik� ^ nXr=1 @@xr (b)dxr ^ dxj1 ^ � � � ^ dxj`! == (d�) ^ � + (�1)k� ^ d�:(4) Para ! = a dxi1 ^ � � � ^ dxikd2! = d nXr=1 @@xr (a)dxr ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik! == nXr;s=1 @@xs � @@xr (a)� dxs ^ dxr ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik = 0pues los t�erminos en esta expresi�on con r = s son nulos, ya que dxr ^ dxr = 0.Adem�as para r 6= s, la igualdad de las derivadas parciales mixtas sobre IRn, implicaque @@xs @@xr a = @@xr @@xs a;as�� que @@xs @@xr a dxs ^ dxr = � @@xr @@xs a dxr ^ dxs;con lo que los restantes t�erminos se cancelan.As�� el operador dU tiene las propiedades (1) { (4).Por la unicidad, todo operador lineal sobre 
(M) cumpliendo estas propiedadesdebe estar dado por la f�ormula recuadrada.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.9 Diferencial exterior 85En particular, si U1 es un subconjunto abierto de U , entonces (U1; 'jU1) es unsistema coordenado de M y dU1 : 
(U1) ! 
(U1) est�a dado en el sistema coordenado'jU1 por la misma f�ormula. As��, si ! 2 
(M), entoncesdU1(wjU1) = �dU (!jU )�jU1 :Esta relaci�on nos permite de�nir d globalmente por(dw)jU = dU (!jU );para todo ! 2 
(M) y todo entorno coordenado U .Este d est�a bien de�nido puesto que si U y V son dos entornos coordenados quese solapan, entonces�dU (!jU )�jU\V = dU\V (!jU\V ) = �dV (!jV )�jU\V :As��, d tiene las propiedades requeridas, ya que dU las tiene para cada U .Proposici�on 2.55 El operador diferencial exterior sobre dos variedades diferen-ciables M y N conmuta con la aplicaci�on inducida entre sus �algebras deGrassmann por la aplicaci�on diferenciable F :M! N; es decir,F � � d = d �F �esto es, 8k � 0, el diagrama siguiente es conmutativo:
k+1N F � - 
k+1Md ? d?
kN F � - 
kMDemostraci�on.- Debido a las propiedades de F �, linealidad y comportamientorespecto al producto exterior (F �(� ^ �) = (F ��) ^ (F ��)), y al car�acter local ylinealidad del operador d, basta veri�car la igualdad del enunciado solamente paralos elementos de grado 0 y 1.1) Si f 2 
0(N) � F(N), v 2 Tx(M):�(d �F �)(f)�(v) = �d(f �F )�(v) = v(f �F ) = �F�(v)�(f) == df�F�(v)� = �F �(df)�(v) = �(F � � d)(f)�(v):2) Si df 2 
1(N)(d � F �)(df) = d�F �(df)� = d�d(F �f)� = (d � d)(F �f) = 0(F � � d)(df) = F ��(d � d)(f)� = 0:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



86 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadProposici�on 2.56 Sea ! 2 
1(M) y X;Y 2 X(M), entonces tenemos la f�ormulasiguiente d!(X;Y ) = 12�X!(Y )� Y !(X) � !([X;Y ])�:Demostraci�on.- Es su�ciente probar esta relaci�on localmente. En una carta�U;' � (x1; : : : ; xn)�, se tiene ! = nXi=1 ai dxi y es f�acil demostrar que la ecuaci�ondel enunciado se veri�ca para todo !, si se veri�ca para un ! de la forma f dg, dondef y g son funciones diferenciables en U . Supongamos, por tanto, que ! = f dg, ysean X;Y campos de vectores diferenciables. Evaluando ambos miembros de laecuaci�on por separado se obtiened!(X;Y ) = (df ^ dg)(X;Y ) == 12�df(X)dg(Y ) � df(Y )dg(X)� == 12�(Xf)(Y g)� (Xg)(Y f)�X!(Y )� Y !(X) � !([X;Y ]) = X (f dg(Y )) � Y (f dg(X))� f dg([X;Y ]) == X (f(Y g)) � Y (f(Xg)) � f (X(Y g)� Y (Xg))= (Xf)(Y g)� (Xg)(Y f):2.10 Formas cerradas y exactas. Cohomolog��a de De RhamDe�nici�on 2.57 Una forma diferencial � sobre una variedad diferenciable M sedice que es cerrada si d� = 0; y se dice que es exacta si existe una forma �tal que � = d�.Claramente toda forma exacta es cerrada, ya que d2 = 0; mientras que el inversono es cierto; es decir, dada una k{forma cerrada, no existe en general una (k � 1){forma cuya diferencial sea la dada.Ejemplo 2.58 Sea M un abierto de IR2 y � = �1 dx+�2 dy, con �1 y �2 funcionesdiferenciables en M, entonces d� = 0, @�2@x = @�1@yse deduce que si � es cerrada, existe localmente una funci�on f tal que � = df .Ejemplo 2.59 La forma en M = IR2 � f(0; 0)g� = �y dx+ xdyx2 + y2Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.10 Formas cerradas y exactas. Cohomolog��a de De Rham 87es cerrada pero no exacta. Aunque podemos poner � = d(arctag yx ), arctag yx no esuna funci�on un��vocamente de�nida en en IR2 � f(0; 0)g.El hecho de que una forma cerrada sea tambi�en exacta est�a estrechamente ligadoa la topolog��a de la variedad. De hecho se puede caracterizar a trav�es de su coho-molog��a. A tal �n vamos a estudiar la cohomolog��a en la variedad de�nida haciendouso del operador diferencial exterior.Representaremos porZk(M; d) = n! 2 
k(M).d! = 0o ;Bk(M; d) = n! 2 
k(M).9� 2 
k�1(M); ! = d�o :En t�erminos del operador diferencial exterior, dk : 
k(M) ! 
k+1(M), es-tos conjuntos son respectivamente el n�ucleo de dk, Ker dk, y la imagen de dk�1,Imdk�1 = dk�1(
k�1(M)); y, por consiguiente, son ambos subgrupos del grupo adi-tivo 
k(M), y se tiene que Bk(M; d) � Zk(M; d), lo que nos permite dar la siguientede�nici�on:De�nici�on 2.60 El grupo cocienteHk(M; d) = Zk(M; d)Bk(M; d)se denomina k{�esimo grupo de cohomolog��a de de Rham de la variedad M.Aunque los grupos de cohomolog��a son de�nidos en t�erminos de la estructuradiferenciable de la variedadM, ellos son invariantes topol�ogicos; esto es, si dos varie-dades son homeomorfas (pero no necesariamente difeomorfas), entonces sus gruposde cohomolog��a son isomorfos, de hecho estos grupos pueden ser de�nidos directa-mente usando s�olo la estructura topol�ogica de M.Ejemplo 2.61 Sea M una variedad diferenciable conexa. EntoncesH0(M; d) �= IR:En efecto; comencemos por observar que, puesto que no existen formas diferen-ciales de grado negativo, B0(M; d) � 0.Por tanto H0(M; d) = Z0(M; d) = ff 2 F(M)�df = 0g:Observemos ahora que, si �U;' � (x1; : : : ; xn)� es una carta coordenada en M,df = nXi=1 @@xi (f)dxi = 0 en U signi�ca que @@xi (f) = 0; 8i 2 f1; 2; : : : ; ng, pero estosigni�ca trivialmente que f es constante sobre U ; puesto que M es conexa y f esVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



88 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedadconstante sobre cada entorno coordenado enM, necesariamnete f debe ser constantesobre todo M; en consecuenciaZ0(M; d) = ff 2 F(M)�f = cteg �= IR:Si M no es conexa y tiene p componentes conexas, entonces H0(M; d) �= IRp.Ejemplo 2.62 La circunferencia unidad S1 = f(x; y) 2 IR2�x2+y2 = 1g es una va-riedad diferenciable de dimensi�on 1 y conexa, luegoH0(S1; d) �= IR. Ahora probemosque tambi�en H1(S1; d) �= IR:En efecto; comencemos por observar que, puesto que no existen formas diferen-ciales de grado dos sobre S1 no nulas se tieneZ1(S1; d) = 
1(S1):Por otra parte, B1(S1; d) = fdf�f 2 F(S1)g:Representemos por � la funci�on coordenada natural sobre S1, funci�on coordenadapolar; asociada a ella tenemos el campo de vectores @@� no nulo sobre S1 y la 1{formadual d� (1). Ahora sea ! 2 
1(S1); entonces, puesto que 
1(S1) es de dimensi�on 1,ser�a ! = g(�) d�para una funci�on diferenciable g; consideremos la 1{forma una diferencial sobre S1dada por ! � c d�para c 2 IR de�nido por c = 12� Z 2�0 g(�) d�:A�rmamos que ! � c d� es exacta; en efecto, de�nimos f : S1 ! IR porf(�) = Z �0 (g(�) � c)d�y, puesto que f(�+2�n) = f(�); 8n 2 Z, f est�a bien de�nida y f 2 F(S1). Adem�asdf = (g(�) � c)d� = ! � c d�;por tanto, ! � c d� es una 1{forma diferencial exacta. As��H1(S1; d) = Z1(S1; d)B1(S1; d) �= fc d��c 2 IRg �= IR:(1)<Ojo con la notaci�on! d� no es la diferencial de la funci�on �, puesto que � es una funci�ondiferencial de�nida tan s�olo localmente. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.10 Formas cerradas y exactas. Cohomolog��a de De Rham 89En los ejemplos anteriores hemos visto ya que los grupos de cohomolog��a de deRham son, en general, no triviales. Nuestro prop�osito inmediato es ver que bajocircunstancias especiales, esos grupos son triviales.De hecho vamos a probar queHk(IRn; d) = 0; 8k > 0:Observemos que puesto que IRn es trivialmente difeomorfo a Bn0 (1), la bolaabierta en IRn de centro en el origen y de radio unidad, probaremos, en su lugar loque se conoce como el Teorema de Poincar�e, esto es, queHk(Bn0 (1); d) = 0; 8k > 0:Para ello, utilizaremos el siguiente lema:Lema 2.63 Sea M una variedad diferenciable; para cada k � 1, consideremos
k�1(M) d�! 
k(M) d�! 
k+1(M)y supongamos que existan aplicaciones linealeshj : 
j+1(M)! 
j(M); j = k � 1; ktal que hk � d+ d �hk�1 = 1
k(M):Entonces Hk(M; d) = 0:Demostraci�on.- Debemos probar que toda k{forma diferencial cerrada es exacta.Sea, pues ! 2 
k(M) con d! = 0. Entonces! = (hk � d+ d � hk�1)! = hk(d!) + d(hk�1!) = d(hk�1!);por tanto, ! es una forma exacta.Proposici�on 2.64 (Teorema de Poincar�e)Hk(Bn0 (1); d) = 0; 8k > 0:Demostraci�on.- De acuerdo con el lema anterior nos bastar�a construir aplica-ciones lineales hk�1; hk satisfaciendo las condiciones de dicho lema. Adem�as puestoque estas aplicaciones han de ser lineales, nos bastar�a de�nir hk�1 sobre formasdiferenciales ! = g dxi1 ^ � � � ^ dxik , y an�alogamente para hk.As��, para un tal !, de�nimoshk�1(!)(x) =  Z 10 tk�1g(tx)dt! �Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



90 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedaddonde� = xi1dxi2^� � �^dxik�xi2dxi1^dxi3 ^� � �^dxik+� � �+(�1)k�1xikdxi1^� � �^dxik�1Es claro que d� = kdxi1 ^ � � � ^ dxikLa aplicaci�on hk se de�ne de forma an�aloga reemplazando k por k + 1.Ahora, para ! = g dxi1 ^ � � � ^ dxik 2 
k(B10(1)) y x 2 Bn0 (1), se tiene(d � hk�1)(!)(x) = d �Z 10 tk�1g(tx)dt��! == nXj=1 @@xj  Z 10 tk�1g(tx) dt! dxj ^ � + Z 10 tk�1g(tx) dt! d� == nXj=1 Z 10 tk�1 @@xj �g(tx)�dt! dxj ^ � + Z 10 tk�1g(tx) dt! d� == nXj=1 Z 10 tk @g@xj (tx)dt! dxj ^ �+ k Z 10 tk�1g(tx) dt! dxi1 ^ � � � ^ dxikAn�alogamente(hk � d)(!)(x) = hk0@ nXj=1 @g@xj dxj ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik1A == nXj=1 Z 10 tk @g@xj (tx)dt! (xjdxi1 ^ � � � ^ dxik � dxj ^ �):Por tanto:(d � hk�1 + hk � d)(!)(x) == 0@k Z 10 tk�1g(tx)dt! + nXj=1 Z 10 tkxj @g@xj (tx)dt!1A dxi1 ^ � � � ^ dxik ==  Z 10 �ktk�1g(tx) + tk ddt�g(tx)�� dt! dxi1 ^ � � � ^ dxik ==  Z 10 ddt �tkg(tx)� dt! dxi1 ^ � � � ^ dxik == �tkg(tx)�10 dxi1 ^ � � � ^ dxik = g(x) dxi1 ^ � � � ^ dxik=!(x):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



2.10 Formas cerradas y exactas. Cohomolog��a de De Rham 91Nota 2.65 Este resultado es v�alido en cualquier abierto U estrellado respecto a unode sus puntos p, es decir, tal que el segmento de recta que une cualquiera de suspuntos con p est�a enteramente contenido en U . Por lo que podemos reenunciar elLema de Poincar�e de la siguiente forma:Proposici�on 2.66 Sea M � IRn un abierto estrellado respecto a uno de sus puntos,entonces toda forma cerrada sobre M es exacta.

Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



92 2 Tensores y formas diferenciales sobre una variedad

Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Sistemas diferenciales
Teorema de Frobenius3.1 Curvas integrales y campos de vectoresSea M una variedad diferenciable de dimensi�on n. Una curva diferenciable enM (ver Nota 1.51) es una aplicaci�on diferenciable  : I � IR ! M de un intervaloabierto de IR en M. Si (I; 1I ) es la carta identidad en I y si ddt es el correspondientecampo de vectores b�asico en I, el vector tangente a  en t 2 I, denotado por _(t),est�a de�nido por _(t) = �� ddt jt� :Consideremos ahora X 2 X(M), un campo de vectores diferenciable sobre M.De�nici�on 3.1 Una curva integral del campo de vectores X es una curva dife-renciable  :]a; b[! M tal que el vector tangente a  en cada punto es elrepresentante de X en ese punto; es decir,_(t) = X(t); 8t 2 ]a; b[:Supongamos que  es una curva en M con dominio I. Elegimos una carta�U;' � (x1; : : : ; xn)� en M cuyo abierto coordenado intersecta a (I). Entoncesla i{�esima componente de _ relativamente a la base f @@x1 ; : : : ; @@xn g esdxi( _) = dxi��( ddt )� = ��( ddt )� (xi) = ddt (xi � );con lo que _ = nXi=1 ddt (xi � ) @@xi :Si respecto a la carta (U;') el campo de vectores X se expresa porX = nXi=1Xi @@xi ;93



94 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobeniusentonces  es una curva integral de X si y s�olo sid(xi � )dt = Xi �  (i = 1; : : : ; n): (3.1)Por tanto, para hallar las curvas integrales de un campo de vectores X en unentorno coordenado U de la variedadM nos bastar�a resolver el sistema de ecuacionesdiferenciables (3.1). Para la existencia de soluciones de tal sistema nos bastar�autilizar los teoremas cl�asicos de la teor��a de sistemas de ecuaciones diferencialesordinarias de primer orden.Ejemplo 3.2 Consideremos el campo de vectores en IR2 de�nido en t�erminos de lacarta identidad (IR2; 1IR2) de funciones coordenadas (x1; x2), porX = x1 @@x1 + x2 @@x2 :Una curva  : IR! IR2 es una curva integral de X si y s�olo sid(x1 � )dt = x1 �  d(x2 � )dt = x2 � :Se sigue que las componentes de la aplicaci�on que de�ne la curva son1(t) = aet; 2(t) = bet:-� 6?�����*HHHHHjHHHHHY ������ �����AAAAUAAAAK ����� ������HHHHHHHHHHHH ������ ������AAAAAAAAAAAA ������ (a; b)aFig. 3.1:
Por consiguiente, existe una curva inte-gral con dominio IR : IR! IR2 t 7�! (aet; bet)partiendo de un punto dado (a; b) de IR2.N�otese que la curva integral partiendode (0,0) es constante, esto es debido a queel campo de vectores X es nulo en (0; 0).A tal punto se le llama punto cr��tico delcampo de vectores.Ya que existe una curva integral condominio IR partiendo de cualquier punto,este campo de vectores se dice que es com-pleto.Ejemplo 3.3 Consideremos el campo de vectores en IR2 de�nido en t�erminos de lacarta identidad (IR2; 1IR2) de funciones coordenadas (x1; x2) porX = e�x1 @@x1 :Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.1 Curvas integrales y campos de vectores 95Una curva  = (1; 2) es una curva integral de X si y s�olo sid1dt = e�1 d2dt = 0:Se sigue que existe una curva integral(t) = (ln (t + ea); b);pasando por un punto (a; b) de IR2, cuyo dominio es el intervalo abierto ] � ea;1[de IR.Este campo de vectores no tiene puntos cr��ticos y es no completo.
(x,y,z)

(0,0,1)

(y1,y2)

(0,0,-1)

(x1,x2)Fig. 3.2: Proyecci�on estereogr�a�caEjemplo 3.4 Supongamos que en la esfera unidad S2, (U;') y (V; �) son las cartascon dominios U = S2 �f(0; 0; 1)g y V = S2 �f(0; 0;�1)g del atlas estereogr�a�co enS2. Los homeomor�smos coordenados est�an de�nidos (ver Fig. 3.2) por' : U ! IR2 � : V ! IR2(x; y; z) 7�! (x1; x2) (x; y; z) 7�! (y1; y2):Consideremos el campo de vectores en S2, de�nido por los campos de vectores(x1 � x2) @@x1 + (x1 + x2) @@x2(�y1 � y2) @@y1 + (y1 � y2) @@y2Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



96 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobeniusen U y V respectivamente, los cuales coinciden en U \V; y juntos de�nen un campode vectores X en S2, con los puntos (0; 0;�1) cr��ticos. Todo esto surge del hecho deque se veri�ca x1y1 = x2y2 = 1(y1)2 + (y2)2y, por tanto, @x1@y1 = �@x2@y2 = (y2)2 � (y1)2�(y1)2 + (y2)2�2@x1@y2 = @x2@y1 = �2y1y2�(y1)2 + (y2)2�2 :Las curvas integrales est�an de�nidas por las ecuacionesd1dt = 1 � 2; d2dt = 1 + 2;cuya soluci�on es (t) = '�1(a cos(t + b)et; a sen(t + b)et);donde los n�umeros reales a y b est�an determinados un��vocamnete por la condici�onde que (0) sea un punto de U \ V .Ya que el dominio de cada curva integral es IR, el campo de vectores X escompleto.La representaci�on gr�a�ca de la proyecci�on ' �  de una curva integral no constante desde el punto (0; 0; 1) sobre el plano z = 0 es una espiral.3.2 Grupo unipam�etrico de transformacionesDe�nici�on 3.5 Una transformaci�on de una variedad diferenciable M es un difeo-mor�smo de M en s�� mismo.De�nici�on 3.6 Un grupo uniparam�etrico de transformaciones deM es una aplicaci�ondiferenciable � : IR�M! Mveri�cando:1) 8t 2 IR, la aplicaci�on �t : M ! M dada por �t(x) = �(t; x), es unatransformaci�on de M.2) 8x 2 M, la aplicaci�on diferenciable �x : IR ! M dada por �x(t) =�(t; x), veri�ca �x(0) = x.3) 8s; t 2 IR se veri�ca �s � �t = �s+t.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.2 Grupo unipam�etrico de transformaciones 97Procedemos, a continuaci�on, a asociar a cada campo de vectores X sobre unavariedad diferenciable M, un grupo uniparam�etrico de transformaciones �. Para locual dado un punto x 2 M y un n�umero real t su�cientemente pr�oximo al cero,de�nimos � :]� "; "[�M!Mponiendo �(t; x) = (t), donde  es una curva integral de X pasando por x 2 M,(0) = x.Por la dependencia de las soluciones de una ecuaci�on diferencial de las condicionesiniciales, seg�un los teoremas relativos a esta teor��a, se llega a demostrar que las apli-caciones � veri�can las condiciones necesarias para de�nir un grupo uniparam�etrico.Rec��procamente, dado un grupo uniparam�etrico � : IR � M ! M de transfor-maciones de M, de�nimos un campo de vectores sobre M, tomando como represen-tante, en un punto x 2 M, el vector tangente a la curva en M que pasa por x: = �x : IR! M; �x(t) = �(t; x).M�as precisamente:Proposici�on 3.7 Todo grupo uniparam�etrico � de transformaciones de M de�neun campo de vectores diferenciable X 2 X(M).Demostraci�on.- Sea X : M ! T (M) campo de vectores dado por Xx 2 Tx(M),vector determinado porXx(f) = d(f ��x)dt j0; 8f 2 F(M):El campo de vectores X es tal que sus curvas integrales son precisamente lascurvas �x para todo x 2 M. Se dice entonces que el campo de vectores X es elgenerador del grupo uniparam�etrico � o que �este es generado por X.A partir de la de�nici�on del campo de vectoresX, vamos a obtener otra expresi�onde dicho campo.d(f ��x)dt j0 = limt7!0 1t �(f � �x)(t) � (f ��x)(0)� = limt7!0 1t �f(�(t; x)) � f(x)� == limt7!0 1t �(f � �t)(x) � f(x)� = limt7!0 1t �(��t (f))(x) � f(x)�:Luego Xx(f) = limt7!0 1t ((��t (f))(x) � f(x)) :Probemos ahora el resultado rec��proco (local) del anterior:Proposici�on 3.8 Sea X 2 X(M). Para cada punto x 2 M, existen un abierto U dex, un " 2 IR+ � f0g y una �unica aplicaci�on diferenciable� : ]� "; "[ �U ! Mtal que Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



98 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobenius1. 8t 2]� "; "[, �t : U !M, dada por �t(x) = �(t; x), es un difeomor�smode U sobre su imagen Ut = �t(U).2. 8s; t 2]� "; "[, tal que s+ t 2]� "; "[ y �s(U) � U , se tiene�t ��s = �s+t:3. El grupo uniparam�etrico local f�tg induce sobreU el campo de vectoresX dado.Demostraci�on.- Vamos a demostrar primeramente la existencia y unicidad de �.Todo punto x 2 M est�a contenido en un abierto coordenado W y tiene coordenadaslocales (x1; : : : ; xn). Si X1; : : : ;Xn son las componentes de X e (y1; : : : ; yn) son lascoordenadas locales del punto �x(t), se debe tener:dyidt = Xi(y1; : : : ; yn) (3.2)yi(0;x1; : : : ; xn) = xi: (3.3)Estas ecuaciones expresan que las funciones y1; : : : ; yn de t; x1; : : : ; xn son solu-ci�on del sistema diferencial (3.2) tomando para t = 0 los valores (x1; : : : ; xn).Se sabe que el sistema diferencial (3.2) admite bajo las condiciones de regulari-dad cl�asicas concernientes a las funciones Xi, para t su�cientemente peque~no, unasoluci�on local diferenciable y s�olo una, que depende diferenciablemente de las condi-ciones iniciales x1; : : : ; xn. M�as exactamente, existe un n�umero � > 0, un entornoabierto V de x contenido en W y una �unica aplicaci�on diferenciable� : I� � V ! Mtal que �(0; x) = x, para todo x 2 V . La unicidad de esta aplicaci�on debe entenderseen el sentido siguiente: si  :] � �0; �0[�V 0 ! M es otra soluci�on, entonces � y  coinciden sobre la intersecci�on (I� � V ) \ (I�0 � V 0).1.- Se tiene det� @yi@xj (0; x)� = 1:La matriz jacobiana de la transformaci�on es regular en un entorno de x. Se puedepues elegir " y U para que �t sea un difeomor�smo de U en �t(U).2.- �t es un grupo local de un par�ametro. En efecto, la aplicaci�ont 7�! �(t; �(s; x))es la soluci�on del sistema diferencial (3.2) que se reduce para t = 0 a �(s; x). Comoel segundo t�ermino de (3.2) no depende de t, la aplicaci�ont 7�! �(s+ t; x)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.2 Grupo unipam�etrico de transformaciones 99es entonces una soluci�on que se reduce para t = 0 a �(s; x). En virtud de la unicidad,se deduce que si s; t son su�cientemente peque~nos para que �(s; x) 2 U si x 2 U , setiene �(t; �(s; x)) = �(s + t; x);es decir �t ��s = �s+t:Finalmente de que �(0; x) = x, se sigue que �0 es la transformaci�on identidad;luego �t admite una transformaci�on inversa ��1t = ��t.3.- �t induce sobre U el campo de vectores X dado, pues para todo x 2 U :dyidt (0; x) = Xi(x):De esta proposici�on se deduce que todo campo de vectores genera un grupo localuniparam�etrico en M, pero en general el grupo � as�� obtenido no puede prolongarsea todo t 2 IR.De�nici�on 3.9 Se denomina soporte de un campo de vectores X a la clausura delconjunto de puntos de M en los cuales X no es nulo.Proposici�on 3.10 Sea X 2 X(M) con soporte compacto, entonces X genera ungrupo uniparam�etrico global de transformaciones de M.Demostraci�on.- Designemos por K el soporte de X; al ser M Hausdor� y Kcompacto, existe un recubrimiento �nito de K por compactos K� contenido en unabierto U� del tipo de la proposici�on anterior; es decirK = S�2AK� K� � U� A conjunto �nito:Sea para cada � 2 A �� :]� "�; "�[�U� !Mel grupo local uniparam�etrico correspondiente.Tomando " =minf"�=� 2 Ag, de�nimos la aplicaci�on� :]� "; "[�M! M �(t; x) = � ��(t; x) si x 2 K�x si x 2 M�K� es una soluci�on del sistema diferencial (3.2), diferenciable y �t es una trans-formaci�on de M, 8t 2] � "; "[. Adem�as para s; t 2] � "; "[ con s + t 2] � "; "[,�s+t = �s ��t.Nos falta probar que se puede de�nir �t para cualquier t � " �o t � �". En efecto,si t � " ponemos t = k "2 + r con krk < "2 , y de�nimos�t = � "2 � k)� � � �� "2 ��r = �k"2 ��r:Si t � �", procedemos de forma an�aloga usando � "2 .Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



100 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobenius
M

Tx(M)

Tx(M)

x

Xx

Yx

Yx

Yφ (x) (φ-t)*(Yφ (x))Xφ (x)

φt(x)

XY

ttFig. 3.3: Derivada de LieCorolario 3.11 Si M es una variedad compacta todo X 2 X(M) genera un grupouniparam�etrico de transformaciones de M. Es decir, X es un campo devectores completo.Demostraci�on.- Basta observar que el soporte deX es un cerrado en un compacto,luego es compacto. 3.3 Derivada de LieSi X 2 X(M), f�tgt es su grupo uniparam�etrico asociado y f 2 F(M),Xx(f) = �(�x)�� ddt j0�� (f) = ddt j0(f � �x) == limt!0 1t ((f � �x)(t) � (f ��x)(0)) = limt!0 1t (��t (f))(x) � f(x)) :De�nici�on 3.12 Sean X;Y 2 X(M), la derivada de Lie de Y respecto a X es elcampo de vectores dado por(LX Y )(x) = limt!0 1t �(��t)�(Y�t(x))� Yx� = limt!0 1t �(Yx � (�t)�(Y��t(x))� == ddt jt=0�(��t)�(Y�t(x))�:Proposici�on 3.13 Sean X;Y 2 X(M), se tiene LX Y = [X;Y ]:Para su demostraci�on necesitamos los siguientes lemas:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.3 Derivada de Lie 101Lema 3.14 Si f : I" �M ! IR es una funci�on diferenciable, con I" =] � "; "[� IRy f�(0; x)� = 0; 8x 2 M. Entonces, existe una funci�on diferenciable g :I" �M! IR, tal que 8t 2 IR y 8x 2 Mf�(t; x)� = t g�(t; x)�g�(0; x)� = @f@t j(0;x):Demostraci�on.- Pongamos g�(t; x)� = f((t;x))t .g�(0; x)� = limt!0 f�(t; x)�t = @f�(t; x)�@t jt=0:Lema 3.15 Sean X 2 X(M), �t su grupo uniparam�etrico y f : M! IR una funci�ondiferenciable. Existe entonces una aplicaci�on diferenciable g : I" �M ! IRtal que, si ponemos gt(x) = g(t; x), se tiene:f ��t = f + tgt; g0 = Xf:Demostraci�on.- Consideremos la funci�on �f : I"�M! IR, de�nida por �f�(t; x)� =f(�t(x)) � f(x). En virtud del Lema 3.14, existe una funci�on diferenciable g :I" �M! IR tal que1) �f�(t; x)� = (f � �t)(x) � f(x) = tg�(t; x)� es decir, f � �t = f + tgt:2) g�(0; x)� = g0(x) = @ �f@t j(0;x) = limt!0 �f�(t; x)� � �f�(0; x)�t =limt!0 f��t(x)� � f(x) � �f��0(x)��f(x)�t = limt!0 f��t(x)� � f(x)t = Xx(f):Demostraci�on de la Proposici�on.- Si f 2 F(M):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



102 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobenius(LX Y )xf = �limt!0 1t �Yx � �(�t)�Y �x�� (f) == limt!0 1t �Yxf � �(�t)�Y �xf� == limt!0 1t �Yxf � Y��1t (x)(f � �t)� == limt!0 1t �Yxf � Y��1t (x)(f + tgt)� == limt!0 1t �Yxf � Y��1t (x)f � t(Y��1t (x)gt)� == limt!0 1t �Yxf � Y��1t (x)f� � limt!0Y��1t (x)gt == limt!0 1t (Yxf � ((Y f) � ��t)(x)) � Yxg0 == limt!0 1�t �Yxf � �(Y f) � �t�(x)� � Yxg0 == limt!0 1t ����t (Y f)�x � (Y f)x�� Yxg0 == Xx(Y f) � Yx(Xf):Interpretaci�on geom�etrica del producto corcheteProposici�on 3.16 Sean F : M ! M una transformaci�on de M y X 2 X(M) uncampo de vectores que genera un grupo uniparam�etrico (local) de trans-formaciones f�tg, entonces el campo de vectores F�X genera el grupo uni-param�etrico (local) fF ��t �F�1g.Demostraci�on.-(F�X)x(f) = XF�1(x)(f �F ) == limt!0 1t ��(��t (f �F )�(F�1(x)) � (f �F )(F�1(x))� == limt!0 1t �(f �F � �t �F�1)(x) � f(x)� == limt!0 1t ��(F ��t �F�1)�(f)�(x) � f(x)� :Corolario 3.17 Sean F : M ! M una transformaci�on de M y X 2 X(M) unVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.3 Derivada de Lie 103campo de vectores diferenciable, entonces X es invariante por F si y s�olo siF ��t = �t �F .Proposici�on 3.18 Sean X;Y 2 X(M), generando los grupos locales uniparem�etri-cos f�tg; f tg respectivamente. Las a�rmaciones siguientes son equivalen-tes: 1) �t � s =  s � �t2) [X;Y ] = 0Demostraci�on.- Si �t � s =  s � �t entonces, por el corolario anterior, (�s)�Y =Y ; y, por tanto, LX Y = [X;Y ] = 0.Veamos ahora que la a�rmaci�on 2) implica la 1):0 = (�s)�[X;Y ] = [(�s)�X; (�s)�Y ] = [X; (�s)�Y ] = LX ((�s)�Y ) =limt!0 1t �(�t)��(�s)�Y �� (�s)�Y � = limt!0 1t ((�s+t)�Y � (�s)�Y ) = d(�t)�Ydt jt=s;luego, (�t)�Y = (�0)�Y = Y y, por el corolario anterior, resulta  s ��t = �t � s.Para obtener la interpretaci�on geom�etrica buscada basta observar que lo que[X;Y ] di�ere de cero mide lo que  �s � ��t � s � �t di�ere de la identidad en M. As��,recordando que para un punto x 2 M, arbitrario, �t(x) y  s(x) de�nen las curvasintegrales de X e Y por esos puntos respectivamente y la variaci�on de t a partir decero describe dichas curvas (ver Fig. 3.4):
φ-a(ψb(φa(x)))

ψ-b(φ-a(ψb(φa(x)))

ψb(φa(x))

φa(x)

xFig. 3.4: Trazamos la curva �t(x) para 0 � t � a; por�a(x) trazamos la curva  s(�a)) para 0 � s � b;por  t(�a(x)) trazamos la curva �t( b(�a))) para�a � t � 0; por ��a( b(�a(x))) trazamos lacurva  s(��a( b(�a(x)))) para �b � s � 0. Elcorchete [X;Y ] mide lo que le falta al cuadril�aterocurvil��neo as�� obtenido sobre la variedad para lle-gar a cerrarse de nuevo en el punto x de partida.Pasamos ahora a de�nir la derivada de Lie de un campo de tensores y en par-ticular de formas diferenciales. Sea X 2 X(M) y supongamos, para simpli�car, quegenera un grupo uniparam�etrico de transformaciones global �t sobre M (en caso deque el campo X no sea completo es necesario hacer las restricciones oportunas enlos conjuntos de de�nici�on de las transformaciones �t).Para cada t 2 IR, consideremos el automor�smo e�t del �algebra tensorial T(M)(ver Proposici�on 2.48) que induce �t; es decir:e�t :NrsT��1t (x)(M)!NrsTx(M)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



104 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobeniusde�nida pore�t(K) = (�t)�(v1)
 � � � 
 (�t)�(vr) 
 (��1t )�(�1)
 � � � 
 (��1t )�(�s)si K = v1 
 � � � 
 vr 
 �1 
 � � � 
 �s 2NrsT��1t (x)(M):Para K 2 T(M), ponemos(LX K)x = limt7!0 1t �Kx � (e�tK)x�:Proposici�on 3.19 La derivada de Lie de campos de tensores sobre una variedaddiferenciable M, respecto a un campo de vectores X 2 X(M) satisface a lassiguientes propiedades:1. Es IR{lineal.2. LX (S 
 T ) = (LX S)
 T + S 
 LX T; 8S; T 2 T(M).3. LX conserva el tipo tensorial: LX (Trs(M)) � Trs(M).4. LX conmuta con toda contraci�on.5. LX f = Xf 8f 2 F(M).6. LX Y = [X;Y ] 8X 2 X(M).Por veri�car las propiedades 1), 2), 3) y 4) se dice que la derivada de Lie es unaderivaci�on sobre el �agebra tensorial T(M).Demostraci�on.- 1) Por la propia de�nici�on y las propiedades del lim, es inmedi-ato que LX es IR{lineal.2) Si S; T son dos campos de tensores arbitrariosLX (S 
 T ) = limt7!0 1t �S 
 T � e�t(S 
 T )� = limt7!0 1t �S 
 T � (e�tS)
 (e�tT )� == limt7!0 1t �S 
 T � (e�tS)
 T�+ limt7!0 1t �(e�tS)
 T � (e�tS)
 (e�tT )� == �limt7!0 1t �S � e�tS��
 T + limt7!0�(e�tS)
 1t (T � e�tT )� == (LX S)
 T + S 
 (LX T ):3) y 4) Ya que e�t conserva el tipo tensorial y conmuta con la contracci�on(Proposici�on 2.48), tambi�en LX tiene tales propiedades.Las propiedades 5) y 6) ya han sido establecidas anteriormente.Para el caso particular de considerar solamente tensores covariantes antisim�etri-cos, es decir, formas diferenciables, tenemos la siguiente de�nici�on de derivada deLie: Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.4 Sistemas diferenciables. Variedades integrales 105De�nici�on 3.20 Para ! 2 
(M) y X 2 X(M)(LX !)x = limt7!0 1t �!x � ���t(!��t(x))� = limt7!0 1t ���t (!�t(x)) � !x� :Proposici�on 3.21 La derivada del Lie LX de formas diferenciales sobre una va-riedad M, respecto a un campo de vectores X 2 X(M), veri�ca las siguientespropiedades, para 8�; � 2 
(M); 8� 2 IR; 8f 2 F(M):1) Conserva el grado de las formas: LX (
k(M)) � 
k(M).2) LX es IR{lineal:LX (�+ �) = LX �+ LX � LX (��) = �LX �.3) LX (� ^ �) = (LX �) ^ � + � ^ (LX �).4) LX conmuta con la diferencial exterior: LX � d = d �LX .5) LX f = Xf .6) LX (df) = d(Xf).Por veri�car las tres primeras propiedades se dice que LX es una derivaci�on degrado 0 sobre el �algebra 
(M).Demostraci�on.- Ya que casi todas estas propiedades ya est�an demostradas paratensores en general, s�olo estableceremos la propiedad 4). Usando 2) y 3), nos bastar�ademostrar que LX � d = d �LX sobre funciones y diferenciales de funciones.(LX � d)(f) = LX (df) = limt7!0 1t ���t ((df)�t(x)) � (df)x� == limt7!0 1t ((d(��t f))x � (df)x) = d� limt7!0 1t ((��t f)x � f(x)) � = d(LX f):(LX � d)(df) = LX (d2f) = 0: (d �LX )(df) = (d �LX � d)(f) = (d2 �LX )(f) = 0:3.4 Sistemas diferenciables. Variedades integralesEl concepto de campos de vectores en una variedad diferenciable puede ser usadopara dar un tratamiento libre de coordenadas de ciertas ecuaciones diferenciables enderivadas parciales lineales de primer orden el cual es �util para cuestiones locales enIRn e indispensable en muchas cuestiones globales. Comenzaremos con un ejemplo.Ejemplo 3.22 SeaF�(x1; x2; x3; y1; y2; pk̀) = 0; � = 1; 2; : : : ; 6Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



106 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobeniusun sistema de seis ecuaciones diferenciales en derivadas parciales conteniendo dosfunciones inc�ognitas y1 e y2 de tres variables x1; x2; x3 y sus primeras derivadaspk̀ = @yk@x` . Por simplicaci�on supondremos que estas ecuaciones pueden ser resueltasrespecto a pk̀ y escribir equivalentemente@yk@x` = Gk̀(x; y); k = 1; 2; ` = 1; 2; 3:en alg�un entorno U de un punto (a; b) = (a1; a2; a3; b1; b2). Una soluci�on consta defunciones yk = fk(x1; x2; x3), k = 1; 2, que sastisface al sistema de ecuaciones@fk@x` = Gk̀�x; f1(x); f2(x)�en un entorno x = a y para el cual f(a) = b. Estas vienen a ser las condicionesiniciales. Esto es equivalente a de�nir una subvariedad tridimensional de IR5 =IR3 � IR2 dada por x = (x1; x2; x3) 7�! �x1; x2; x3; f1(x); f2(x)�cuyo plano tangente en un punto (x; y) est�a generado por tres campos de vectoresX1;X2;X3, con componentes dadas porX1 = �1; 0; 0; G11(x; y); G21(x; y)�;X2 = �0; 1; 0; G12(x; y); G22(x; y)�;X3 = �0; 0; 1; G13(x; y); G23(x; y)�:Una tal \super�cie" da una soluci�on; la condici�on inicial a~nade el requerimientode pasar por (a; b).Tal soluci�on puede no existir: las ecuaciones deben satisfacer ciertas condicionesnecesarias relativas a las funciones Gkl las cuales reejan el hecho que si existe unasoluci�on, entonces se puede intercambiar el orden de derivaci�on de f1 y f2. Estascondiciones pueden ser escritas mediante relaciones entre Xi y [Xi;Xj ], i; j = 1; 2; 3.Los campos de vectores X1;X2;X3, est�an determinados por un sistema y de�nenen cada punto q de U un subespacio tridimensional Eq � Tq(IR5), siempre queellos sean independientes, lo cual supondremos. As�� un sistema de ecuaciones deltipo que estamos considerando determina en alg�un dominio de IR5 tres campos devectores linealmente independientes X1;X2;X3 y una soluci�on es una subvariedadtridimensional cuyo espacio tangente en cada uno de sus puntos q est�a generado porX1;X2;X3.Dos sistemas de ecuaciones diferenciales ser�an equivalentes si ellos determinanen cada punto q de sus dominios el mismo subespacio tridimensional Eq de Tq(IR5)en cuyo caso tales sistemas tendr��an la misma soluci�on.Un sistema de ecuaciones es completamente integrable si existe una �unica varie-dad soluci�on a trav�es de cada punto de alg�un dominio de IR5; esto es, si el dominio,salvo difeomor�smo, es semejante a un subconjunto abierto de IR5 representadoVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.4 Sistemas diferenciables. Variedades integrales 107como uni�on de \super�cies"disjuntas, tales super�cies son obtenidas dejando doscoordenadas �jas y tomando las otras tres como variables. De todo esto surgen lassiguientes de�niciones.De�nici�on 3.23 Sea M una variedad diferenciable de dimensi�on n y r un enterotal que r � n. Un sistema diferencial (�o distribuci�on) r{dimensional en M esuna ley que a cada punto x 2 M asigna un subespacio r{dimensional Ex delespacio tangente Tx(M) E : x 7�! Ex � Tx(M):Diremos que una distribuci�on E es diferenciable si la siguiente condici�onse satisface: Existe un entorno U de x y r{campos de vectores X1; : : : ;Xrde�nidos y diferenciables en U , tal que para todo y 2 U los vectoresX1(y); : : : ;Xr(y) forman una base de Ey.El conjunto fX1; : : : ;Xrg se dice que es una base local de la distribuci�onalrededor del punto x.Un campo de vectores X en M se dice que pertenece a la distribuci�on E(X 2 E) si para todo x 2 M; Xx 2 Ex.Se dice que una distribuci�on E es involutiva si existe una base localfX1: : : : ;Xrg de la distribuci�on en un entorno de cada punto tal que[Xi;Xj ] = rXk=1 ckijXk 1 � i; j � r:donde las ckij son funciones diferenciables en dicho entorno.Una variedad integral de una distribuci�on diferenciable E en M es unasubvariedad (N;  ) de M tal que 8y 2 N;  �(Ty(N)) � E (y).Ejemplo 3.24 SeaM = IRr�IRn�r y el sistema diferencial E generado por los cam-pos de vectores Xi = @@xi ; i = 1; : : : ; r, entonces Ex es el subespacio de dimensi�onr que consta de todos los vectores paralelos a IRr en el punto x 2 M. Veremos queeste ejemplo aparentemente especial es t��pico de distribuciones involutivas.De�nici�on 3.25 Se dice que una distribuci�on diferenciable E es completamenteintegrable si forallx 2 M existe una carta local �U;' � (x1; : : : ; xn)� ; x 2 Utal que los r{campos de vectores @@xi ; i = 1; : : : ; r constituyen una base localen U de E. Se dice entonces que (U;') es un sistema coordenado adaptadoa la distribuci�on.N�otese que en este caso existe una variedad integral r{dimensionalN pasando porcada punto y 2 U , tal que Ty(N) = Ey, esto es, el espacio tangente a N es exactamenteVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



108 3 Sistemas diferenciales. Teorema de FrobeniusE. En efecto, si (a1; : : : ; an) son las coordenadas de y, entonces la variedad integralpasando por y es el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacenxr+1 = ar+1; : : : ; xn = an;esto es N = '�1 ��� 2 '(U)��j = aj ; j = r + 1; : : : ; n	�, es una placa de U . Dehecho, en este caso la distribuci�on es involutiva pues� @@xi ; @@xj � = 0 1 � i; j � n:Podemos concluir que:Proposici�on 3.26 Toda distribuci�on completamente integrable es involutiva.Ahora bien, no todas las distribuciones son involutivas, por ejemplo, en IR3 ladistribuci�on X1 = z @@x + @@z ; X2 = @@y + @@zno es involutiva, ya que [X1;X2] = � @@x , que no es combinaci�on de X1 y X2. Estosigni�ca que X1;X2, no pueden ser tangentes a una super�cie z = f(x; y).Una distribuci�on E de dimensi�on 1 es un campo de rectas, esto es, de subespaciosunidimensionales. Una base local est�a dada por un campo de vectores no nulo Xque pertenece a E en cada punto y; de hecho, una curva integral de X es unavariedad integral. Sabemos por el teorema de existencia (ver pag. 94), que talvariedad, pasando por un punto arbitrario dado, existe y es �unica. De hecho, laproposici�on que vamos a establecer a continuaci�on demuestra que tal distribuci�on escompletamente integrable. Ella es tambi�en involutiva ya que [X;X] = 0.Proposici�on 3.27 Toda distribucion diferenciable E de dimensi�on 1 sobre una va-riedad diferenciable M es completamente integrable.Esta proposici�on es consecuencia inmediata del siguiente lema:Lema 3.28 Sea X un campo de vectores de�nido y diferenciable en un entornoabierto de un punto x0 2 M, y tal que Xx0 6= 0. Entonces existe un sistemacoordenado c�ubico centrado en x0; �U;' � (y1; : : : ; yn)� en el que X est�ade�nido y coincide con @@y1 .Demostraci�on.- Podemos encontrar �U1; '1 � (z1; : : : ; zn)�, un sistema coorde-nado c�ubico de lado " centrado en x0, es decir '1(U1) = Cn0 (") y '1(x0) = 0, en elque X est�a de�nido, es diferenciable y adem�as Xx0z1 6= 0.Si x 2 U1 se tiene Xxzi = F i�z1(x); : : : ; zn(x)�; 1 � i � n, donde las F i :Cn0 (") ! IR son aplicaciones diferenciables, de�nidas porF i = Xzi �'�11 :Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.5 Teorema de Frobenius 109Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:d�idt = F i(�1; : : : ; �n) (1 = 1; : : : ; n): (3.4)Haciendo uso del teorema de existencia para sistemas de ecuaciones diferenciales,existe una aplicaci�on diferenciable H : Cn0 (�) � IRn ! IRn con 0 < � < " tal que:1) 8� 2 Cn0 (�); H(�) 2 Cn0 (").2) Las ecuaciones�i = Hi(t; �2; : : : ; �n) (i = 1; : : : ; n)expresan una soluci�on del sistema (3.4), con las condiciones inicialesH1(0; �2; : : : :�n) = 0 Hi(0; �2; : : : ; �n) = �i (i � 2):Probemos que el jacobiano J(H) de H es no nulo en 0 2 IRn. En efecto, lost�erminos de la matriz jacobiana de H en 0 son@H1@r1 j0 = @�1@t j0 = F 1(0; : : : ; 0) = Xx0z1 6= 0:@Hi@rj j0 = �ij :Luego J(H)0 = Xx0z1 6= 0.As�� H : Cn0 (�) ! IRn de�ne un difeomor�smo en un entorno W del origen:H : W � Cn0 (�) ! H(W ) � Cn0 ("). Se sigue que existe un sistema coordenado�U;' � (y1; : : : ; yn)� alrededor de x0, siendo U = '�11 �H(W )� y ' = H�1 �'1jU . Yse tiene:Xxzi = F i�'1(x)� = F i�H('(x)� = @Hi@r1 j'(x) = @@y1 jx(Hi �') = @@y1 jx(zi):Se tiene, en consecuencia: X = @@y1 en U:3.5 Teorema de FrobeniusPasamos ahora a demostrar la integrabilidad de un sistema diferencial involutivoarbitrario. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



110 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobenius
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WFig. 3.5: Sistema de coordenadas adaptado a un campo de vectoresTeorema 3.29 (Frobenius) Sea E una distribuci�on r{dimensional e involutivaen una variedad diferenciable M de dimensi�on n. Para cualquier puntox0 2 M, existe un sistema coordenado �U;' � (x1; : : : ; xn)� c�ubico de lado" y centrado en el origen, alrededor de x0, tal que la placa de U de�nidapor las ecuaciones:xr+h = �r+h j�r+hj < " (1 � h � n� r)es una variedad integral de E.Y si (N;  ) es una variedad integral conexa de E tal que  (N) � U ,entonces  (N) est�a en una de estas placas.Demostraci�on.- Sea fX1; : : : ;Xrg una base local de x0. Tenemos (X1)x0 6= 0, ypodemos aplicar el lema anterior a X1:Existe un sistema coordenado �U1; '1 � (y1; : : : ; yn)� al rededor de x0, c�ubicoy centrado en el origen, es decir, '1(x0) = 0 y '1(U1) = Cn0 (�), tal que para todox 2 U1 se tiene @@y1 jx = (X1)x.Para r = 1 la placa de U1 que est�a de�nida por las ecuacionesy2 = �2; : : : ; yn = �nes una variedad integral N1 de E ya que Ex = ^f(X1)jxg = ^f @@y1 jxg = Tx(N1), con loque se prueba el Teorema para el caso r = 1.Para probar el Teorema en el caso general procedemos por inducci�on en r. Su-pongamos que r > 1 y que el Teorema se veri�ca para distribuciones de dimensi�onr � 1.Consideremos el conjunto de los campos de vectores de�nidos en U1:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.5 Teorema de Frobenius 111Y1 = X1Yi = Xi �Xi(y1)X1; 2 � i � r:Se tiene que Yiy1 = Xiy1 � (Xiy1)(X1y1) = Xiy1 � (Xiy1)( @@y1 y1) = 0; i � 2.Los campos de vectores Y1; : : : ; Yr son independientes, ya que en las ecuacionesde transformaci�on0B@ Y1...Yr 1CA = 0BB@ 1 0 � � � 0�X2y1 1 � � � 0� � � � � � � � � � � ��Xry1 0 � � � 1 1CCA0B@ X1...Xr 1CA ;el determinante de la matriz es no nulo.Con lo que (Y1)x; : : : ; (Yr)x generan Ex, 8x 2 U1. Adem�as como las funcionesXiy1 : U1 ! IR; 2 � i � r, son diferenciables, se sigue que los campos Yi sondiferenciables en U1.Sea S la placa de U1 de�nida por la ecuaci�ony1 = 0y sea Zi = YijS ; 2 � i � r (o lo que es igual i�(Zi) = Yi; i : S ,! M); esclaro que los Zi son campos de vectores en S, pues Ziy1 = 0; 2 � i � r; esto es,Zi(x) 2 Tx(S); 8x 2 S. Por tanto, fZ2; : : : ; Zrg generan una distribuci�on en S dedimensi�on r � 1.El espacio ~Ex generado por los vectores Z2(x); : : : ; Zr(x); x 2 S, es la inter-secci�on de Ex con el espacio tangente a S en x. As�� la distribusi�on ~E : x 7�! ~Ex esdiferenciable en S. Probemos que es involutiva:Los Zj veri�can i�(Zj) = Yj ; por consiguiente los correspondientes corchetestambi�en veri�can i�([Zi; Zj ]) = [Yi; Yj ]; 2 � i; j � r. Pero [Yi; Yj ]; 2 � i; j � r, notienen componentes en la direcci�on de Y1, ya que, por hip�otesis,[Yi; Yj ] = rXk=1 ckijYk;y al aplicar a y1.[Yi; Yj ](y1) = Yi(Yjy1) � Yj(Yiy1) = 0 rXk=1 ckijYk! (y1) = c1ij 9>=>; =) c1ij = 0; i; j � 2;con lo quei�([Zi; Zj ]) = [Yi; Yj ] = rXk=2 ckijYk = rXk=2 ckiji�(Zk) = i�  rXk=2(ckij � i)Zk! ;Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



112 3 Sistemas diferenciales. Teorema de Frobeniusy al ser i� inyectiva, resulta [Zi; Zj ] = rXk=2 ckij jSZk:Con lo que queda probado que la distribuci�on ~E en S es involutiva.Ya que ~E es de dimensi�on r � 1 podemos aplicar la hip�otesis de inducci�on:Podemos encontrar un sistema de coordenadas '2 � (z2; : : : ; zn) alrededor de x0en S, tal que la placa de�nida por las ecuacioneszi = 0; r + 1 � i � nes precisamente la variedad integral de la distribuci�on ~E generada por f @@z2 ; : : : ; @@zr gen este entorno y que pasa por x0.
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IFig. 3.6:Consideremos las funcionesx1 = y1xj = zj �� (2 � j � n);donde � : U1 ! S es la proyecci�on natural del sistema de coordenadas (y1; : : : ; yn),esto es:xj (x) = (zj ��)�'�11 �y1(x); : : : ; yn(x)�� = zj�'�11 �0; y2(x); : : : ; yn(x)��;que est�an de�nidas en un entorno de x0 2 U1 y son independientes, ya que�����@xj@yi jx0�����1�i;j�n = ���������� 1 0 � � � 00... �@zj@yi jx0�2�i;j�n0 ���������� = �����@zj@yi jx0�����2�i;j�n 6= 0;y adem�as Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.5 Teorema de Frobenius 113x1(x0) = y1(x0) = 0xi(x0) = (zi � �)�'�11 �y1(x0); : : : ; yn(x0)�� = zi�'�11 (0; 0; : : : ; 0)� = zi(x0) = 0:As��, existe un sistema de coordenadas �U;' � (x1; : : : ; xn)�, U � U1, c�ubicocentrado en x0.Ahora, con objeto de probar que los r campos de vectores Y1; : : : ; Yr es combi-naci�on lineal de los campos de vectores @@x1 ; : : : ; @@xr , bastar�a probar que Yixr+j = 0,para todo i = 2; : : : ; r y todo j = 1; 2; : : : ; n� r, puesto que Yixr+j nos da las com-ponentes de Yi respecto de la base f @@x1 ; : : : ; @@xn g.Para ello, se tiene @@x1 (Yixr+j ) = Y1(Yixr+j):Y, teniendo en cuenta que Y1xr+j = @@x1 (xr+j ) = 0, se sigue que@@x1 (Yixr+j ) = Y1(Yixr+j) � Yi(Y1xr+j) = [Y1; Yi]xr+j :Es decir @@x1 (Yixr+j) = rXk=2 ck1i(Ykxr+j):Fijada una placa en U de la forma x2 = �2; : : : ; xn = �n. Sobre ella, Yi(xr+j ) esuna funci�on de x1 solamente; as��, tenemos un sistema de r�1 ecuaciones diferencialeslineales homog�eneas con las condiciones iniciales(Yixr+j )�'�1(0; �2; : : : ; �n)� = Zi(zr+j )que da la componente de Zi en la direcci�on de @@zr+j ; pero en S \ U , fZ2; : : : ; Zrgforman una base tal que se escriben solamente en combinaci�on de @@z2 ; : : : ; @@zr , luegoZizr+j = 0.As��, Yixr+j es id�enticamente nula, en virtud de la unicidad de la soluci�on.Por tanto, los r campos de vectores Y1; : : : ; Yr se expresan en combinaci�on linealde los r campos de vectores @@x1 ; : : : ; @@xr de la referencia natural f @@xi g1�i�n, aso-ciada a las coordenadas locales (x1; : : : ; xn). Con lo que f @@x1 ; : : : ; @@xr g constituyeuna base local de E en x0 y as�� la subvariedad de�nida por las ecuacionesxk = 0 k > res una variedad integral de E.Finalmente, supongamos que (N;  ) es una variedad integral conexa de E, talque  (N) � U . Sea � : IRn ! IRn la proyecci�on en las n � r �ultimas coordenadas.Entonces todo vector en E es anulado por (� �')�. As��, (� �' � )�(y) = 0; 8y 2 N.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



114 3 Sistemas diferenciales. Teorema de FrobeniusLuego � �' � es una aplicaci�on constante ya que N es conexa. Y  (N) est�a contenidaen la placa dada, ya que � �' � = cte, implica que(� �' � )(x) = (� �')( (x)) = �0; : : : ; 0; xr+1( (x)); : : : ; xn( (x))�o sea, 8y 2  (N), se tiene quexr+j (y) = cte; 1 � j � n� r:3.6 Segunda forma del Teorema de FrobeniusSea E un sistema diferenciable de dimensi�on r: E : x 7�! Ex sobre una variedaddiferenciable M de dimensi�on n.Consideremos el subespacio vectorial de T �x (M) de dimensi�on n� rE0x = f!x 2 T �x (M)�!x(Xx) = 0; 8Xx 2 Exg;denominado subespacio ortogonal a Ex.La aplicaci�on E 0 : x 7�! E0x es diferenciable: Como la distribuci�on E es di-ferenciable, existen en un entorno de cada punto campos de vectores diferencia-bles X1; : : : ;Xr tales que sus representantes forman una base de los subespaciosEx; complet�emosla (1) para formar una base de Tx(M), fX1; : : : ;Xr ;Xr+1; : : : ;Xng.Consideremos la base de 1{formas duales f!1; : : : ; !r; !r+1; : : : ; !ng, as�� las n � r1{formas !r+1; : : : ; !n son diferenciables y constituyen una base local para la dis-tribuci�on E 0.Rec��procamente, una aplicaci�on diferenciable E 0 : x 7�! E0x, siendo E0x un subes-pacio vectorial de dimensi�on n � r de T �x (M), de�ne una distribuci�on diferenciableE : x 7�! Ex de dimensi�on r.Teorema 3.30 Un sistema diferencial E de dimensi�on r en una variedad diferen-ciable de dimensi�on n, dado por un sistema diferencial E 0 : x 7�! E0x, siendoE0x un subespacio vectorial de dimensi�on n� r de T �x (M), es completamenteintegrable, si y s�olo si existe una base local f!r+1; : : : ; !ng de E 0 y para todo! de E 0, existen 1{formas diferenciables �r+1; � � � ; �n tales que(1)Podr��a hacerse expresando los campos dados en funci�on de campos de vectores b�asicos relativosa unas coordenadas locales y completar en el punto x con vectores independientes. De�nir funcionesdiferenciables (ver Lema 2.44) en un entorno de x que tomen en x los valores de los coe�cientes delos vectores nuevos. As�� el determinante de la transformaci�on es diferenciable en x y es distinto decero en x, luego ser�a distinto de cero en todo un entorno de x. Tenemos as�� una base de camposde vectores diferenciables alrededor de x. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



3.6 Segunda forma del Teorema de Frobenius 115d! = nXi=r+1 �i ^ !i:Demostraci�on.- Completemos la base local fX1; : : : ;Xrg de la distribuci�on com-plementaria E para formar una base local de campos de vectores diferenciables enun entorno abierto U ; sea f!1; : : : ; !r; !r+1; : : : ; !ng su base dual de 1{formas di-ferenciables, de las cuales f!r+1; : : : ; !ng forman una base local de la distribuci�onE 0. Se tiene d! = X1�j<k�n ajk!j ^ !k: (3.5)Si E es completamente integrable:[Xj ;Xk] = rXi=1 cijkXi; 1 � j; k � r;donde cijk son funciones diferenciables en U .Aplicando a los dos miembros de (3.5) a (Xj ;Xk); j; k � r, resulta:2d!(Xj ;Xk) = Xj!(Xk)�Xk!(Xj) � !([Xj ;Xk]) = 0; (3.6)pues, como ! 2 E 0, se tiene !(X`) = 0, para ` � r.0@ X1��<��na��!� ^ !�1A (Xj ;Xk) = X1��<��na��!� ^ !�(Xj ;Xk) == 12 X1��<��na�� X�2S2 "�!�(X�(j))!�(X�(k)) = 12ajk (3.7)De (3.6) y (3.7), se tiene: ajk = 0 1 � j; k � r.Por tantod! = X1���nr+1���n a��!� ^ !� = nX�=r+1 nX�=1a��!�! ^ !� = nX�=r+1 �� ^ !�:Inversamente, supongamos que se tienedw = nXs=r+1 �s ^ !s:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



116 3 Sistemas diferenciales. Teorema de FrobeniusEntonces, para 1 � j; k � r, se tiene2d!(Xj ;Xk) = Xj!(Xk) �Xk!(Xj )� !([Xj ;Xk]) = �!([Xj ;Xk]) nXs=r+1 �s ^ !s! (Xj ;Xk) = 12 nXs=r+1 X�2S2 "��s(X�(j))!s(X�(k)) = 0 9>=>;de donde !([Xj ;Xk]) = 0, y como ! 2 E 0, se sigue que [Xj ;Xk] 2 E. Luego existencijk funciones diferenciables y [Xj ;Xk] = rXi=1 cijkXi. Con lo que el sistema diferenciales completamente integrable.De�nici�on 3.31 Se de�ne un sistema diferencial de dimensi�on r en una variedaddiferenciable M de dimensi�on n, dando una (n-r){forma descomponible nonula en ning�un punto 
 = !r+1 ^ � � � ^ !n:Con esta terminolog��a se tiene inmediatamente la siguiente proposici�on de ca-racterizaci�on de integrabilidad de un sistema diferencial:Proposici�on 3.32 Para que un sistema diferencial E de�nido por la (n-r){forma
 = !r+1 ^ � � � ^ !n sea completamente integrable es necesario y su�cienteque una de las condiciones siguientes se veri�que:1) d
 = � ^ 
2) d
 ^ !� = 0; � = r + 1; : : : ; n:Ejemplo 3.33 El sistema diferencial de dimensi�on 2 en IR3 de�nido por la 1{forma! = P (x; y; z)dx+Q(x; y; z)dy +R(x; y; z)dz, es completamente integrable si s�olo sid! ^ ! = 0; de donde se obtiene la condici�on de integrabilidad:P (Ry �Qz) +Q(Pz �Rx) +R(Qx � Py) = 0:
Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Integracion
en variedades diferenciables4.1 Variedades de RiemannDe�nici�on 4.1 Un campo de tensores diferenciable g de tipo (0; 2) sobre una va-riedad diferenciable M es sim�etrico y de�nido positivo si en todo x 2 M:1) gx(u; v) = gx(v; u); 8u; v 2 Tx(M)2) gx(u; u) � 0; 8u 2 Tx(M) y gx(u; u) = 0, u = 0:Un campo de tensores diferenciable g de tipo (0; 2) sobre M, sim�etrico yde�nido positivo se dice que es una m�etrica riemanniana sobre M.Una variedad diferenciable M sobre la cual est�a de�nida una m�etricariemanniana se dice que es una variedad riemanniana o de Riemann, y ladenotaremos por (M; g).Ejemplo 4.2 IRn con el producto interior natural:gx(Xx; Yx) = 
Xx; Yx� = nXi=1 aibi; donde X = nXi=1 ai @@xi ; Y = nXi=1 bi @@xi :g es diferenciable, pues g( @@xi ; @@xj ) = �ij .Ejemplo 4.3 Sea M una super�cie en IR3. Si i : M ,! IR3 es la inclusi�on; paraXp; Yp vectores tangentes a M en p, de�nimosgp(Xp; Yp) = 
i�(Xp); i�(Yp)� = 
Xp; Yp�;esto es, de�nimos g tom�andola como el producto interior eucl��deo de Xp; Yp comovectores de IR3. A esta m�etrica se le conoce como la primera forma fundamental dela super�cie. 117



118 4 Integraci�on en variedades diferenciables4.2 Variedades de Riemann como espacios m�etricosSea (M; g) una variedad de Riemann y sea  una curva diferenciable en M : [a; b]! MDe�nici�on 4.4 La longitud de la curva  est�a de�nida por el valor de la integrall = Z ba �g( _(t); _(t))�1=2dt:El integrando es una funci�on continua al serlo g y . Adem�as es f�acil establecerque el valor de la integral no depende de la parametrizaci�on de la curva.Enunciamos, a continuaci�on, un resultado que relaciona la m�etrica en una varie-dad, dada por un tensor m�etrico, y la funci�on distancia:Teorema 4.5 Una variedad de Riemann conexa es un espacio m�etrico con la m�etri-ca d(x; y) = ��n�mo de las longitudes de las curvas de clase C1 a trozos queunen x con y.La topolog��a de este espacio m�etrico y la topolog��a de la variedad coin-ciden. 4.3 Partici�on de la unidadEn este p�arrafo haremos uso de de�niciones enunciadas en el p�arrafo .De�nici�on 4.6 Una partici�on de la unidad diferenciable sobre M es una colecci�onde funciones diferenciables ffigi2I de�nidas sobre M con las siguientes pro-piedades:1. fi(x) � 0; 8x 2 M; 8i 2 I.2. fsop(fi)gi2I forman un recubrimiento localmente �nito de M.3. Xi2I fi(x) = 1; 8x 2 M:N�otese que en virtud de 2. la suma est�a bien de�nida, ya que cada punto tieneun entorno en el que s�olo un n�umero �nito de fi son distintas de cero.De�nici�on 4.7 Una partici�on de la unidad ffigi2I se dice que est�a subordinada aun recubrimiento abierto fA�g�2� de M si para cada i 2 I, existe un A�tal que sop(fi) � A�: Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.3 Partici�on de la unidad 119El lema que enunciamos a continuaci�on, lo usaremos para demostrar la existenciade una partici�on de la unidad sobre una variedad.Lema 4.8 SeaA un recubrimiento abierto de una variedad paracompactaM. Existeun re�namiento localmente �nito y numerable U = fUigi2I de A constituidopor entornos coordenados relativos a homeomor�smos coordenados 'i, con'i(Ui) = Cn0 (r) y tal que Vi = '�1i �Cn0 ( r2)� constituyen un recubrimientoV de M.Teorema 4.9 Sea M una variedad diferenciable paracompacta. Entonces, dadocualquier recubrimiento abierto A de M, existe una partici�on de la unidaddiferenciable sobre M, ffigi2I, subordinada a un re�namiento U de A.Demostraci�on.- Usando el lema anterior (Lema 4.8) y el Lema 2.44 podemosconsiderar funciones diferenciables hi : M! IR, con valores comprendidos entre 0 y1, tales que hi(x) = 1 si x 2 Vi hi(x) = 0 si x 62 Ui (i 2 I)con sop(hi) = fx 2 M�hi(x) 6= 0g � Ui:Consideremos las funciones fi : M! IR dadas porfi = hiXj2I hjlas cuales est�an bien de�nidas y son diferenciables, pues el denominador s�olo constade un n�umero �nito de sumandos no nulos; y tienen las siguientes propiedades:1. fi � 0 sobre M; 8i 2 I.2. fsop(fi)gi2I es un recubrimiento localmente �nito deM. Vi � fsop(fi)g � Ui:3. Xi2I fi(x) = 1; 8x 2 M:Tenemos pues que ffigi2I es una partici�on de la unidad subordinada al re�-namiento fUigi2I.Aplicaci�on a la existencia de m�etricas riemannianasTeorema 4.10 Si M es una variedad paracompacta admite una m�etrica rieman-niana. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



120 4 Integraci�on en variedades diferenciablesDemostraci�on.- Dado un recubrimiento abierto A = fA�g�2� de M, siguiendolas notaciones anteriores; sea ffigi2I la partici�on de la unidad subordinada al re-cubrimiento localmente �nito y numerable U = fUigi2I , constituido por abiertoscoordenados con homomor�smos coordenados 'i; y sea adem�as V = fVigi2I el re-cubrimiento considerado en el Lema 4.8, y pongamos �i = 'ijVi.En cada Vi existe una m�etrica de Riemann de�nida porgix(ux; vx) = 
(�i)�(ux); (�i)�(vx)� ux; vx 2 Tx(M); x 2 Vi:Podemos de�nir en un punto arbitrario x 2 Mgx =Xi2I fi(x)gix:En el segundo miembro s�olo hay un n�umero �nito de sumandos no nulos. Y severi�ca: gx(u; v) = gx(v; u); 8u; v 2 Tx(M):gx(u; u) =Xi2I fi(x)gix(u; u) � 0; 8u 2 Tx(M):gx(u; u) = 0) 8i 2 I; fi(x)gix(u; u) = 0) 9i� 2 I; gi�x (u; u) = 0) u = 0:Adem�as g es diferenciable. Luego g es una m�etrica riemanniana sobre M.4.4 Orientaci�on de variedadesAntes de tratar la orientaci�on de variedades, necesitamos recordar el conceptode orientaci�on en espacios vectoriales.De�nici�on 4.11 Sea E un espacio vectorial real de dimensi�on n se dice que dosbases fe1; : : : ; eng; ff1; : : : ; fng tienen la misma orientaci�on si el determinatede la matriz cambio de base es positivo, es decir,det(aij ) > 0donde fj = nXi=1 aijei (j = 1; : : : ; n)Esto permite establecer una relaci�on de equivalencia en el conjunto de todas lasbases de E; existiendo �unicamente dos clases de equivalencia.De�nici�on 4.12 Un espacio vectorial orientado es un espacio vectorial junto conuna clase de equivalencia de bases citadas arriba.Las bases de dicha clase se dice que est�an orientadas o positivamenteorientadas. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.4 Orientaci�on de variedades 121Otra manera de expresar la orientaci�on en un espacio vectorial n{dimensional esa trav�es de n{formas no nulas:Proposici�on 4.13 Una n{forma ! 2 VnE� � f0g tiene el mismo signo (o signoopuesto) sobre dos bases si �estas tienen la misma (resp., opuesta) orien-taci�on.La elecci�on de una ! 2 VnE� � f0g determina una orientaci�on.!1; !2 2 VnE� � f0g determinan la misma orientaci�on si y s�olo si !1 =�!2, donde � es un n�umero real positivo.Demostraci�on.- Si fe1: : : : ; eng y ff1; : : : ; fng son dos bases de E, y si fj =nXi=1 aijei, tenemos:!(f1; : : : ; fn) = X1�i1;:::;in�n ai11 � � � ainn !(ei1 ; : : : ; ein) == � X�2Sn "�a�(1)1 � � � a�(n)n �!(e1; : : : ; en) = det(aij)!(e1; : : : ; en):De esta relaci�on surgen inmediatamente las a�rmaciones de la proposici�on.Si E es un espacio vectorial eucl��deo, esto es, E tiene un producto interiorde�nido positivo. Entonces para orientar a E podemos elegir una base ortonormalfe1; : : : ; eng y sea ! la n{forma tal que !(e1; : : : ; en) = 1.Si ff1; : : : ; fng es otra base ortonormal de E, tal que fj = nXi=1 aijei, entonces!(f1; : : : ; fn) = det(aji )!(e1; : : : ; en) = �1;seg�un que ff1; : : : ; fng tenga la misma u opuesta orientaci�on que fe1; : : : ; eng.En este caso la forma ! da una interpretaci�on geom�etrica cuando n = 2 �o 3;!(v1; v2) y !(v1; v2; v3) es el �area y el volumen, respectivamente, del paralelogramoy del paralelep��pedo, de los cuales los vectores dados son los lados o aristas partiendodel origen.Para extender el concepto de orientaci�on a una variedad M, trataremos de orien-tar cada espacio tangente Tx(M), de tal forma que la elecci�on de orientaci�on en losespacios tangentes sea diferenciable.De�nici�on 4.14 Sea M variedad diferenciable. Se dice que M es orientable si existeun atlas f(U�; '�)g�2A para la estructura diferenciable sobre M tal que,para cartas arbitrarias (U�; '� � (x1�; : : : ; xn�) y (U�; '� � (x1� ; : : : ; xn�),con U� \ U� 6= �, la funci�on diferenciableD�� : U� \ U� ! IRVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



122 4 Integraci�on en variedades diferenciablesdeterminada por dx1� ^ � � � ^ dxn� = D��dx1� ^ � � � ^ dxn�, es positiva, es decir,D��(x) > 0; 8x 2 U� \ U�.De�nici�on 4.15 Una orientaci�on en una variedad diferenciable M es una elecci�onde un atlas f(U�; '�)g�2A para la estructura diferenciable de M veri�candolas condiciones de la de�nici�on anterior y maximal con respecto a dichacondici�on.Una variedad orientada es una variedad diferenciable en la que se haelegido una orientaci�on.Obs�ervese que la funci�onD�� de la de�nici�on no es otra cosa que el determinantejacobiano de '� �'�1� , es decirD�� = det @@xj� (xi�)! :Ejemplo 4.16 El �brado tangente T (M) de cualquier variedad M es orientable.Pues para conjuntos de funciones coordenadas (x1�; : : : ; xn�) y (x1�; : : : ; xn�) en Malrededor de x 2 M D��(v) = 24det0@@xi�@xj� jx1A352 v 2 Tx(M):Proposici�on 4.17 Sea M una variedad diferenciable, n{dimensional. Supongamosque existe ! 2 
n(M) tal que !(x) 6= 0; 8x 2 M. Entonces M es orientable.Demostraci�on.- Sea A = f(U�; '�)g�2A un atlas maximal sobreM. En una carta�U�; '� � (x�1; : : : ; x�n)� de A, con U� conexo, se tiene! = f�dx1� ^ � � � ^ dxn�con f� : U� ! IR funci�on diferenciable.Como ! 6= 0, resulta f� 6= 0; y como U� es conexo, f� > 0 �o f� < 0 sobre U�.Consideremos A0 = �(U�; '�)�f� > 0; � 2 A	Veamos que A0 da una orientaci�on en M.Claramente los abiertos de las cartas de A0 recubren M, pues si x 2 M y x 2 U�,con (U�; '�) 2 A tal que f� < 0; se obtiene una nueva carta (V; �) 2 A con x 2 V yf� > 0, a partir de (U�; '�), cambiando de signo una de las funciones coordenadasde '�, por ejemploV = U�; � � (x1; : : : ; xn) � (�x1�; x2�; : : : ; xn�):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.4 Orientaci�on de variedades 123Adem�as, si (U�; '�); (U� ; '�) 2 A0 con U� \ U� 6= �, entoncesdx1� ^ � � � ^ dxn� = 1f� ! = f�f� dx1� ^ � � � ^ dxn�; siendo f�f� > 0:Y, por �ultimo, A0 es maximal, al serlo A.Vamos a dar ahora un ejemplo de variedad orientable.Proposici�on 4.18 Sea (M; F ) una subvariedad de IRn+1 de dimensi�on n. Supon-gamos que (M; F ) admite un campo de vectores normal no nulo; es decir,supongamos que existe una aplicaci�on diferenciableV :M! T IRn+1con V (x) 2 TF (x)(IRn+1); V (x) 6= 0 y V (x) es perpendicular a F�(Tx(M)).Entonces M es orientable.Demostraci�on.- Dado un campo de vectores normal V , consideremos la n{formadiferencial � de�nida en los puntos de F (M) por� = V 1dr2^� � �^drn+1�V 2dr1^dr3^� � �^drn+1+� � �+(�1)n+1V n+1dr1^� � �^drn:Tomenos ahora la n{forma sobre M dada por ! = F ��. Demostremos que!(x) 6= 0; 8x 2 M.Supongamos que !(x) = 0, para alg�un x 2 M. Entonces para todo v1; : : : ; vn 2Tx(M) 0 = !x(v1; : : : ; vn) = (F ��)x(v1; : : : ; vn) = �F (x) (F�(v1); : : : ; F�(vn)) :Ahora bien, cada vector u 2 TF (x)(IRn+1) es de la formau = F�(v) + cV (x); para alg�un v 2 Tx(M) y c 2 IR:As��, para arbitrarios vectores u1; : : : un 2 TF (x)(IRn+1):�F (x)(u1; : : : ; un) == �F (x) (F�(v1) + c1V (x); : : : ; F�(vn) + cnV (x)) == �F (x) (F�(v1); : : : ; F�(vn)) ++ nXj=1 cj�F (x) (F�(v1); : : : ; F�(vj�1); V (x); F�(vj+1); : : : ; F�(vn)) == �F (x) (F�(v1); : : : ; F�(vn)) ++(n + 1) nXj=1 cj(dr1 ^ � � � ^ drn+1)(V (x); F�(v1); : : : ; j)V (x); : : : ; F�(vn)):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



124 4 Integraci�on en variedades diferenciablesCon lo que �F (x) = 0, lo cual es absurdo.El pr�oximo teorema caracteriza totalmente la orientabilidad de variedades para-compactas mediante n{formas no nulas:Teorema 4.19 Sea M una variedad paracompacta. M es orientable si y s�olo siexiste ! 2 
n(M), tal que !x 6= 0; 8x 2 M.Demostraci�on.- Consideremos un atlas f(U�; '�)g�2A de M determinando unaorientaci�on en la variedad. Entonces U = fU�g�2A es un recubrimiento abiertode M y puesto que M es paracompacto, consideremos V = fVigi2I un re�namientolocalmente �nito de U y ffigi2I una partici�on de la unidad diferenciable subordinadaa V.Puesto que, para cada Vi 2 V existe un � 2 A tal que Vi � U� 2 U , se tiene queel par (Vi; 'i = '�jVi) es una carta del atlas determinado por V.Consideremos (x1i ; : : : ; xni ) las funciones coordenadas de la carta (Vi; 'i), entonces!i = dx1i ^ � � � ^ dxni es una n{forma diferenciable sobre Vi no nula. De�nimos! =Xi2I fi!iEs claro que ! est�a bien de�nida y ! 2 
n(M). Vamos a probar ahora que! 6= 0;8x 2 M.Para x 2 M arbitrario, sea (U�� ; '��) del atlas de orientaci�on tomado al principio,con x 2 U�� y con funciones coordenadas (y1�� ; : : : ; yn�� ). Entonces para cada Vi 2 V,con Vi \ U�� 6= �,!i = dx1i ^ � � � ^ dxni = aidy1�� ^ � � � ^ dyn�� sobre Vi \ U��y ai > 0 sobre Vi \ U�� , puesto que (Vi; 'i) y (U�� ; '��) pertenecen al atlas deorientaci�on de M. As��!jU�� =Xi2I (fi!i)jU�� =  Xi2I fiai! dy1�� ^ � � � ^ dyn�� :Puesto queXi2I fi = 1, existe i0 2 I tal que fi0(x) > 0 y puesto que ai0(x) 6= 0 ycada fiai � 0, resulta  Xi2i fiai! (x) 6= 0) !(x) 6= 0:La otra implicaci�on est�a establecida en la Proposici�on 4.17.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.4 Orientaci�on de variedades 125Variedades de Riemann orientadasUna variedad riemannianaM tiene la propiedad especial que el espacio tangenteTx(M) en cada punto x 2 M tiene un producto interior. Aplicando lo expuestoanteriormente relativo a n{formas sobre espacios vectoriales eucl��deos de dimensi�onn tenemos:Proposici�on 4.20 Sea M una variedad riemanniana orientable con m�etrica rie-manniana g. Correspondiendo a una orientaci�on de M existe una �unica n{forma ! que da la orientaci�on y que toma el valor +1 sobre una referenciaortonormal orientada.Demostraci�on.- Para cada punto x 2 M, !x est�a determinada requiriendo quesobre una base ortonormal orientada fe1; : : : ; eng de Tx(M), se tenga!x(e1; : : : ; en) = +1:Sea �U;' � (x1; : : : ; xn)�, tratamos dar una expresi�on para las componentes de!( @@x1 ; : : : ; @@xn ) sobre U en t�erminos de gij = g( @@xi ; @@xj ), de las cuales se deducir�aque ! es una n{forma diferenciable.Escojamos en x 2 M, una base ortonormal orientada fe1; : : : ; eng de Tx(M);entonces@@xi jx = nXk=1 aki ek (i = 1; : : : ; n) siendo (aij) = A la matriz cambio de base:Luegogij(x) = gx� @@xi ; @@xj� = 
 nXk=1 aki ek; nX̀=1 aj̀e`� = nXk=1aki akj (1 � i; j � n)resulta por tanto que gij(x) = tAA, es decir, detA = �det �gij(x)��1=2.Por otra parte,!x� @@x1 jx; : : : ; @@xn jx� = det(aki )!(e1; : : : ; en) = det(aki ):Por lo que las componentes de ! en coordenadas locales son!x� @@x1 jx; : : : ; @@xn jx� = det(gij(x))1=2:As�� la componente de ! en U es la raiz cuadrada de funciones positivas diferen-ciables, luego es diferenciable en U . Ya que (U;') es arbitrario, ! es una n{formadiferenciable sobre M, teniendo como expresi�on local!x =qdet(gij (x)) dx1jx ^ � � � ^ dxnjx:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



126 4 Integraci�on en variedades diferenciablesDe�nici�on 4.21 Esta n{forma ! se llama elemento de volumen de la variedad rie-manniana orientada.Si M = IRn con coordenadas cartesianas y m�etrica usuales, entonces el elementode volumen es ! = dr1 ^ � � � ^ drn:4.5 Integraci�on en IRnHacemos aqu�� un peque~no repaso de ciertos conceptos y resultados relativos aintegraci�on en IRn.De�nici�on 4.22 Diremos que un subconjunto A � IRn tiene contenido (de Jordan)nulo , c(A) = 0, si para todo " > 0, existe una colecci�on �nita de cubosC1; : : : ; Cr que recubren a A y la suma de sus volumenes es menor que ",rXi=1 vol Ci < ".Diremos que un subconjunto A � IRn tiene medida (de Lebesgue) nula,m(A) = 0, si para todo " > 0 existe un conjunto numerable de cubosrecubriendo a A y 1Xi=1 vol Ci < ".Nota 4.23 Evidentemente, c(A) = 0 implica m(A) = 0 y, si A es compacto, elrec��proco tamb��en se tiene.De�nici�on 4.24 Un subconjunto acotado D � IRn se llama dominio de integraci�onsi su borde @D = D� �D tiene contenido nulo: c(@D) = 0.Una funci�on f : IRn ! IR se dice es casi continua si el conjunto de puntosen los que deja de ser continua tiene contenido nulo.Ejemplos de dominios de integraci�on: Cubos y bolas en IRn. Conjuntos limitadospor curvas y super�cies diferenciables en IR2 y IR3, respectivamente.Se tiene el siguiente resultado relativo a integraci�on en IRn:Teorema 4.25 Sea D un dominio de integraci�on en IRn y f una funci�on real sobreD. Supongamos que f est�a acotada y es casi continua sobre D. Entoncesexiste la integral de RiemannZD f dr1 � � � drn:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.5 Integraci�on en IRn 127Propiedades b�asicas de la integral de RiemannSean D;D1;D2 dominios de integraci�on en IRn; no tiene di�cultad demostrarque D (la clausura de D), �D (el interior de D), D1 [D2, D1 \ D2 y D1 �D2 sondominios de integraci�on.Sean adem�as f y h funciones reales acotadas y casi continuas sobre IRn y �; �n�umeros reales. Entonces se tienen las siguientes propiedades:1) Si c(D) = 0 ) RD f dr1 � � � drn = 0:2) RD1[D2 f dr1 � � � drn = RD1 f dr1 � � � drn + RD2 f dr1 � � � drn� RD1\D2 f dr1 � � � drn:3) RD(�f + �h)dr1 � � � drn = � RD f dr1 � � � drn + � RD hdr1 � � � drn:4) Si f � 0 sobre D y c(D) 6= 0 ) RD f dr1 � � � drn � 0 y�RD f dr1 � � � drn = 0, f = 0� :De�nici�on 4.26 La funci�on caracter��stica �A de un subconjunto A de un espacioX est�a de�nida por �A (x) = 1 x 2 A�A (x) = 0 x 2 X �A:�A es acotada y discontinua en @A. Si D es un dominio de integraci�on, tenemosc(@D) = 0, y por consiguiente �D es integrable.Si D0 es un dominio de integraci�on, que contiene a D, entoncesZD0 �D f dr1 � � � drn = ZD f dr1 � � � drn:As��, si f : IRn ! IR est�a acotada, tiene soporte compacto y es casi continua,entonces de�nimos ZIRn f dr1 � � � drn = ZD f dr1 � � � drn;usando un dominio de integraci�on D tal que sop(f) � D.El siguiente teorema justi�ca el usual c�alculo de integrales m�ultiples reemplaz�an-dolos por simples integraciones de funciones de una variable (integrales iteradas).Teorema 4.27 Si D = fx 2 IRn�ai � xi � bi; i = 1; : : : ; ng y f es una funci�oncontinua sobre el dominio de integraci�on D, entoncesVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



128 4 Integraci�on en variedades diferenciablesZD f dx1 � � � dxn = Z bnan � � �Z b2a2  Z b1a1 f(x1; : : : ; xn)dx1! dx2 � � � dxn:Necesitamos otro teorema relativo al cambio de variable o variables de inte-graci�on. En el caso de funciones de una sola variable �este es la est�andard e indis-pensable t�ecnica de sustituci�on, que nos permite escribirZ dc f(y)dy = Z ba f(h(x))dydx dx;donde y = h(x); a � x � b, con c = h(a) y d = h(b), h diferenciable con continuidady f : IR! IR continua.Consideremos h : U ! V un difeomor�smo de U � IRn y V � IRn y denotemospor J(h) su determinante jacobiano. Una funci�on f sobre V determina una funci�onf � h sobre U y tenemos la siguiente relaci�on entre sus integrales:Teorema 4.28 (Cambio de variable) Supongamos que D � U y h(D) � V sondominios de integraci�on y que f es integrable en h(D). Entonces f �h esintegrable sobre D yZh(D) f(y)dy1 � � � dyn = ZD f(h(x))kJ(h)kdx1 � � � dxn:Antes de extender estas ideas a variedades diferenciables, necesitamos conocerqu�e le ocurre a los dominios de integraci�on al transformarlos mediante un difeomor-�smo:Proposici�on 4.29 Sea A un subconjunto relativamente compacto (A es compacto)de IRn tal que c(A) = 0 (contenido nulo) y sea f : A ! IRm, n � m unaaplicaci�on diferenciable con continuidad (C1). Entonces c(F (A)) = 0.Usaremos este hecho para extender la noci�on de contenido nulo y medida nula asubconjuntos de una variedad diferenciable.4.6 Integraci�on sobre variedades diferenciablesDe�nici�on 4.30 Un subconjunto relativamente compacto A (su clausura es unconjunto compacto) de una variedad diferenciable n{dimensionalM, se diceVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.6 Integraci�on sobre variedades diferenciables 129que tiene contenido nulo, c(A) = 0, si es uni�on �nita de subconjuntos, A =A1[� � �[Ar cada uno de los cuales queda en un entorno coordenado (Ui; 'i)tal que c('i(Ai)) = 0 en IRn, i = 1; : : : ; r.Un subconjunto B �M se dice que tiene medida nula, m(B) = 0, si B esla uni�on de una colecci�on numerable de subconjuntos B = [1i=1Bi, tal quecada Bi tiene contenido nulo, c(Bi) = 0.Como consecuencia de esta de�nici�on y de la proposici�on anterior, tenemos elsiguiente resultado:Proposici�on 4.31 Sea F : M ! N una aplicaci�on diferenciable entre variedadescon dimM � dimN.Si A � M es relativamente compacto y c(A) = 0, entonces c(F (A)) = 0.Si B �M tal que m(B) = 0, entonces m(F (B)) = 0.De�nici�on 4.32 Un subconjunto D � M es un dominio de integraci�on si D esrelativamente compacto y el borde @D = D� �D de D tiene contenido nuloc(@D) = 0:Teorema 4.33 Si D es un dominio de integraci�on en M, tambi�en lo son su clausuray su interior.La uni�on �nita e intersecci�on de dominios de integraci�on son dominiosde integraci�on.La imagen de un dominio de integraci�on mediante un difeomor�smo esun dominio de integraci�on.Demostraci�on.- Todas estas propiedades son una consecuencia inmediata de las�ultimas de�niciones y de los correspondientes resultados para subconjuntos de con-tenido nulo y dominios de integraci�on en IRn.Para la �ultima a�rmaci�on es preciso observar que un difeomor�smo env��a puntosdel borde en puntos del borde.Supongamos ahora que M es una variedad orientable de dimensi�on n, y sea! 2 
n(M) una n{forma no nula que determina la orientaci�on.De�nici�on 4.34 Una funci�on f : M! IR es integrable si es acotada, tiene soportecompacto y es casi continua.Una n{forma � sobre M se dice que es integrable si � = f!, con fintegrable. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



130 4 Integraci�on en variedades diferenciablesNotemos que la de�nici�on de n{formas integrables no depende de la n{forma !particular que da la orientaci�on de M; pues si !0 es otra n{forma que da la mismaorientaci�on que !, resulta que !0 = h! con h funci�on diferenciable y positiva. Portanto � = f! = fh!0:Si f tiene soporte compacto, es acotada y es casi continua, entonces lo mismoveri�ca f=h.Denotemos por 
nI (M) el conjunto de las n{formas integrables.Teorema 4.35 Sea una variedad diferenciable, orientable, paracompacta y de di-mensi�on n. Existe entonces una �unica aplicaci�onZ : 
nI (M)! IRveri�cando las siguientes condiciones:1. IR{lineal, es decirZ (� + �) = Z �+ Z � 8�; � 2 
nI (M)Z �� = �Z � 8� 2 IR y 8� 2 
nI (M):2. Si el soporte de � est�a contenido en un abierto coordenado U de unacarta �U;' � (x1; : : : ; xn)� tal quedx1 ^ � � � ^ dxn > 0(es decir de orientaci�on positiva), y admite en U la representaci�on local� = adx1 ^ � � � ^ dxnentonces Z � = ZIRn (a �'�1)dr1 � � � drn;donde el segundo miembro es la integral de a �'�1 (cuyo soporte esun compacto de IRn) en el sentido de Riemann, y r1; : : : ; rn son lasfunciones coordenadas naturales de IRn.Demostraci�on.- Por ser la variedad M orientable y paracompacta, podemos con-siderar sobre ella un atlas de orientaci�on f(Ui; 'i � (x1i ; : : : ; xni )gi2I localmente �nitotal que 'i(Ui) = Cn0 (r), y subordinado al recubrimiento fUigi2I una partici�on de launidad ffigi2I . Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.6 Integraci�on sobre variedades diferenciables 131As��, si � 2 
nI (M), para cada i 2 I, fi� 2 
nI (M) y tiene su soporte compactocontenido en el abierto coordenado Ui, y si en �el fi� = adx1i ^ � � � ^ dxni , de�nimosZ fi� = ZIRn (a � '�1i )dr1 � � � drn:Ahora, como K = sop(�) es compacto, la suma Pi2I fi� s�olo tiene un n�umero�nito de sumandos no nulos, puesto que K estar�a recubierto por un n�umero �nitode los soportes de los fi, y podemos poner, por de�nici�onZ � =Xi2I Z fi�:Es claro que la aplicaci�on as�� de�nida es la �unica que satisface las condicionesdel teorema.Pero veamos ahora que est�a bien de�nida:1) Para de�nir R fi� hemos utilizado la carta local (Ui; 'i) veamos que si elsoporte de fi� est�a contenido en la intersecci�on Ui\Uj , con (Uj ; 'j) otra carta localdel atlas tomado, el valor de R fi� es independiente de la carta considerada. Enefecto, en Ui \ Uj se tienefi� = adx1i ^ � � � ^ dxni = bdx1j ^ � � � ^ dxnj y b = det @xì@xkj ! a:Utilizando el Teorema 4.28 de la p�agina 128, tenemos para x 2 Ui \ UjZIRn (b � '�1j )j'j(x)ds1 � � � dsn = ZCn0 (r)(b � '�1j )j'j(x)ds1 � � � dsnZCn0 (r)(b � '�1j )(s1; : : : ; sn)ds1 � � � dsn == ZCn0 (r)(b � '�1j )(('j �'�1i )(r1; : : : ; rn)) det @xkj@xli !'�1i (r1;:::;rn) dr1 � � � drn == ZCn0 (r)  �a det � @xì@xkj �� �'�1j !�('j �'�1i )(r1; : : : ; rn)�det @xkj@xì !�'�1i (r1 : : : :rn)� dr1 � � � drn == ZIRn a �'�1i (r1; : : : ; rn)� dr1 � � � drn:2) El valor de R � es independiente de la partici�on de la unidad ffigi2Ielegida. En efecto, si fhjgj2J es otra partici�on de la unidad subordinada a otroVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



132 4 Integraci�on en variedades diferenciablesrecubrimiento localmente �nito y de orientaci�on fVjgj2J de M, los abiertos fUi \Vjg(i;j)2I�J constituyen un nuevo recubrimiento localmente �nito para el cual lasfunciones ffihjg(i;j)2I�J constituyen una partici�on de la unidad subordinada. As��,se tieneXi Z fi� =Xi 0@Xj Z hjfi�1A Xj Z hj� =Xj  Xi Z fihj�! ;luego R � est�a bien de�nida.Enunciamos ahora otras propiedades de la integral sobre M, que dejamos comoejercicio:Proposici�on 4.36 1. Si denotamos por �M la misma variedad M, pero conorientaci�on opuesta, tenemosZ� � = �Z �:2. Si ! es una n{forma no nula que da la orientaci�on de M y si � = f!con f � 0 y continua, entonces R � � 0. Y R f! = 0 si y s�olo sif = 0.3. Si F : M! N es un difeomor�smo y � 2 
nI (N), entoncesZ F �� = �Z �donde el signo depende de que F conserve o no la orientaci�on.4.7 Integraci�on en variedades de RiemannSea (M; g) una variedad de Riemann y ! el elemento de volumen (De�nici�on 4.21).De�nici�on 4.37 Si D es un dominio de integraci�on sobre M y �D es la funci�oncaracter��stica de D, de�nimos el volumen de D, que denotamos por volD,por volD = Z �D !:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.7 Integraci�on en variedades de Riemann 133De�nici�on 4.38 Si f es una funci�on integrable sobre M, de�nimos la integral de fsobre D, denotada por RD f , porZD f = Z f�D !:Cuando M es compacta: volM = R ! y R f = R f!.Recordemos que en coordenadas locales �U;' � (x1; : : : ; xn)�, la matriz de com-ponentes gij sobre U del tensor m�etrico, vienen dadas porgij = g� @@xi ; @@xj � ;y la expresi�on local del elemento de volumen es! =qdet(gij) dx1 ^ � � � ^ dxn:Ejemplo 4.39 Sea M una super�cie en IR3 con m�etrica riemanniana inducida porel producto interior eucl��deo en IR3, y sea (U;') una carta local con funciones coor-denadas (u; v). Sea ~x = '�1 : W = '(U) ! M, la representaci�on param�etrica localde la super�cie que tiene por imagen U , o en cartesianas:x = x(u; v) y = y(u; v) z = z(u; v):Los campos de vectores b�asicos asociados a esta carta son:~x1 = @x@u @@x + @y@u @@y + @z@u @@z ~x2 = @x@v @@x + @y@v @@y + @z@v @@zy entonces g11 = g(~x1; ~x1) = �@x@u�2 +�@y@u�2 +�@z@u�2 ;g12 = g(~x1; ~x2) = @x@u @x@v + @y@u @y@v + @z@u @z@v = g21;g22 = g(~x2; ~x2) = �@x@v�2 +�@y@v�2 +�@z@v�2 :El elemento de volumen es('�1)�! =qg11g22 � g212 dudv:Si D es un dominio de integraci�on sobre M tal que D � U , y f una funci�onintegrable sobre D, entoncesZDf =ZDf! =Z'(D)(f �'�1)qg11g22 � g212dudv =Z'(D)f(u; v)qg11g22 � g212dudv:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



134 4 Integraci�on en variedades diferenciablesEjemplo 4.40 Supongamos, como caso particular del ejemplo anterior, que ' esdifeomor�smo proyecci�on de un abierto U de M sobre un subconjunto abierto de Wdel plano XY , que identi�camos con el plano param�etrico.En este caso ~x :W ! U esta dada por ~x(x; y) = (x; y; f(x; y)).Los campos de vectores b�asicos asociados a esta carta son:~x1 = @@x + fx @@z ~x2 = @@y + fy @@zy g11 = 1 + f2x g12 = fxfy g22 = 1+ f2y ;con lo que ~x�! =qg11g22 � g212 dxdy =q1 + f2x + f2y dxdy:Si D � U es un dominio de integraci�on y A �W su proyecci�on en el plano XY ,entonces para una funci�on integrable h sobre M, tenemos:ZD h = ZA h(x; y)q1 + f2x + f2y dxdy:Cuando h � 1, el valor de la integral es el �area de D (= vol D).4.8 Variedades con bordeDe�nici�on 4.41 Una variedad con borde es un espacio M Hausdor� con una basenumerable de conjuntos abiertos y una estructura diferenciable A en el si-guiente sentido: A = f(U�; '�)g�2A consta de una familia de subconjuntosabiertos U� de M cada uno con un homeomor�smo '� sobre un subconjuntoabierto de IHn = f� 2 IRn��n � 0g (con la topolog��a inducida) tal que1. [�2AU� = M.2. 8�; � 2 A, tal que U�\U� 6= �, '� �'�1� y '� �'�1� son difeomor�smosde '�(U� \ U�) y '�(U� \ U�), abiertos de IHn.3. A es maximal respecto a las propiedades 1. y 2.Proposici�on 4.42 Si (U;') es una carta de una variedad con borde M y si '(x) 2@IHn = f� 2 IRn=�n = 0g, entonces esto se veri�ca para cualquier homeo-mor�smo coordenado � de una carta (V; �), tal que x 2 V .Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.8 Variedades con borde 135Demostraci�on.- Esto se sigue (aplicando el teorema de la funci�on inversa) de que'(U)�@IHn es un abierto de IRn y entonces � �'�1 debe aplicar '(U)\�(V )�@IHndifeom�or�camente en un abierto de IRn, pero no subconjunto abierto de IHn, quecontiene puntos del borde, esto es, de @IHn.Este resultado nos permite dar la siguiente de�nici�on:De�nici�on 4.43 El conjunto de puntos x de M para los cuales existe un homeo-mor�smo veri�cando '(x) 2 @IHn, se denomina borde de M, y se denota por@M @M = fx 2 M =9(U;') carta local; x 2 U y '(x) 2 @IHng:Proposici�on 4.44 Si M es una variedad diferenciable de dimensi�on n con borde@M, entonces la estructura diferenciable de M determina una estructuradiferenciable de dimensi�on n� 1 sobre @M. La inclusi�on i : @M ,!M es unembebimiento.Demostraci�on.- La estructura diferenciable ~A sobre @M est�a determinada por lascartas ( ~U; ~'), donde ~U = U \ @M y ~' = � �'jU\@ para toda carta (U;') de Mque contiene puntos de @M. (�, proyecci�on sobre las primeras n� 1 componentes).Adem�as, i : @M ,!M es diferenciable y la aplicaci�on i� es inyectiva.Proposici�on 4.45 Sea M una variedad orientada y supongamos que el borde @Mno es vacio. Entonces @M es orientable y la orientaci�on de M determina unaorientaci�on de @M.Demostraci�on.- Sea x 2 @M y supongamos que (U;') y (V; �) son dos cartas delatlas de orientaci�on tal que x 2 U \ V . Denotamos, como anteriormente, por ( ~U; ~')y ( ~V ; ~�) las correspondientes cartas del atlas que da la estructura diferenciable en@M.Se tiene el difeomor�smo� �'�1 � (f1; : : : ; fn) : '(U \ V )! �(U \ V )(�1; : : : ; �n�1; 0) 7�! (f1(�1; : : : ; �n�1; 0); : : : ; fn�1(�1; : : : ; �n�1; 0); 0)y por tanto @fn@�i j'(y) = 0 (i = 1; : : : ; n� 1); y 2 U \ @M:Se sigue que la matriz jacobiana del cambio de base tiene la formaJ(� �'�1)j'(U\@M) = 0BBB@ @f1@�1 � � � @fn�1@�1 0� � � � � � � � � � � �@f1@�n�1 � � � @fn�1@�n�1 0@f1@�n � � � @fn�1@�n @fn@�n 1CCCA'(y) ;Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



136 4 Integraci�on en variedades diferenciablescon lo que, para y 2 U \ @M,det �J(� �'�1)j'(y)� = @fn@�n j(�1;:::;�n;0) det�J( ~� � ~'�1)j'(y)� :Pero como la funci�on �n 7�! fn(�1; : : : ; �n�1; �n)tiene valores positivos para �n � 0, y nula s�olo para �n = 0, su derivada@fn@�n (�1; : : : ; �n�1; 0) � 0:Se deduce que det �J( ~� � ~'�1)j'(y)� > 0. Luego @M es orientable.4.9 Teorema de StokesDe�nici�on 4.46 Un dominio regular D sobre una variedad M es un subconjuntocerrado de M con interior no vacio, tal que si x 2 @D = D� �D, en-tonces x est�a en un entorno coordenado c�ubico correspondiente a una carta�U;' � (x1; : : : ; xn)� con'(x) = 0 2 IRn; '(U) = Cn0 ("); '(U \D) = f� 2 Cn0 (")=�n � 0g:De la de�nici�on se deducen de forma inmediata las siguientes a�rmaciones:a) Los puntos y 2 @D \ U , veri�can xn(y) = 0.b) Si D es acotado, entonces es un dominio de integraci�on.c) D con la topolog��a y estructura diferenciable inducida por M es una variedadcon borde.De�nici�on 4.47 En un dominio regularD de una variedad diferenciable orientableM, se denomina orientaci�on inducida en @D a la orientaci�on de la variedad@D para la cual, en cada carta coordenada,(�1)ndx1 ^ � � � ^ dxn�1 > 0:Teorema 4.48 (Stokes) Sea M una variedad diferenciable, paracompacta, ori-entable y de dimensi�on n. Y sea � una (n � 1){forma diferencial de clase(al menos) C1 y con soporte compacto.Entonces, para todo dominio regular D, se tieneZD d� = Z@D i��donde i : @D ,!M es la inclusi�on naturalVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.9 Teorema de Stokes 137Demostraci�on.- La exigencia de ser � diferenciable y con soporte compacto espara garantizar su integrabilidad.Consideremos sobre M un atlas de orientaci�on f(Uk; 'k)gk2A localmente �nito yffkgk2A una partici�on de la unidad subordinada al recubrimiento abierto fUkgk2A.Se tiene as�� que f(i�1(Uk); 'k � i)gk2A= f(Uk \ @D;'k jU\@Dgk2A= f( ~Uk; ~'kgk2A esun atlas de orientaci�on locamente �nito sobre @D y fi�fkgk2A = ffk � igk2A es unapartici�on de la unidad subordinada a �el. EntoncesZ@D i�� = Xk2AZ@D (i�fk)(i��) = Xk2AZ@D i�(fk�):Por otra parteZD d� = Z �D (d�) = Xk2A Z fk(�D d�) = Xk2AZ �D (fkd�) == Z �D  Xk2A(fkd�)! = Z �D  Xk2A(d(fk�) � dfk ^ �)! == Z �D  Xk2A d(fk�)! � Z �D  Xk2A(dfk ^ �)! == Xk2AZ �D d(fk�)� Z �D  d(Xk2A fk)! ^ � = Xk2AZD d(fk�):Por ser d(Pk2A fk) = 0, como consecuencia de Pk2A fk = 1. En resumen:Z@D � = Xk2AZ@D i�(fk�) ZD d� = Xk2AZD d(fk�):Luego, para probar el teorema nos bastar�a con establecer queZ@D i�(fk�) = ZD d(fk�); 8k 2 A:Pero fk� es una forma diferencial cuyo soporte est�a contenido en un abiertocoordenado Uk, luego el teorema se reduce a ser probado para una (n-1){formadiferencial � con soporte compacto contenido en un abierto coordenado U de lavariedad M.Sea ' = (x1; : : : ; xn) las funciones coordenadas en U , y supogamos que es ho-meomorfo a un paralelep��pedo en IRn:'(U) = P = f(r1; : : : ; rn) 2 IRn=� �i < ri < �i; i = 1; : : : ; ng:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



138 4 Integraci�on en variedades diferenciablesSea la representaci�on local de � en U :� = nXj=1(�1)j�1ajdx1 ^ � � � ^ddxj ^ � � � ^ dxndonde las aj son funciones diferenciables con soporte contenido en U y aj �'�1 tienesoporte en el interior de P .Por otra parte d� = 0@ nXj=1 @aj@xj1A dx1 ^ � � � ^ dxn:Existen entonces dos posibilidades:1o� U \ @D = �En este caso, puesto que �j@D = 0, es claro queZ@D i�� = 0:Por otra parte, U \ @D = � implica que, o bien U �M�D �o U � �D.Si U � M�D, entonces, por ser �D = 0 sobre U :ZD d� = Z �D d� = 0:Si U � �D, entonces �D = 1, luegoZD d� = ZP 0@ nXj=1 @(aj �'�1)@rj 1A dr1 � � � drn:Pero para cada j 2 f1; : : : ; ng, se tieneZP @(aj �'�1)@rj dr1 � � � drn = (4.1)= Z �n��n � � � Z �1��1 �(aj �'�j)(r1; : : : ; �j ; : : : ; rn)�(aj �'�1)(r1; : : : ;��j; : : : ; rn)�dr1 � � � cdrj � � � drn = 0;por veri�carse que sop(aj �'�1) � �P y, por tanto(aj �'�1)(r1; : : : ; �j ; : : : ; rn) � (aj �'�1)(r1; : : : ;��j ; : : : ; rn) = 0:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.9 Teorema de Stokes 1392o� U \ @D 6= �Es claro que podemos suponer, sin p�erdida de generalidad, que @D est�a formadopor los puntos tales que xn = 0 y consideremos entonces el paralelep��pedoP0 = f(r1; : : : ; rn)=� �j < rj < �j ; j = 1; 2; : : : ; n� 1 0 � rn < �ng:Entonces, �D (x) = 1; 8x 2 U con xn(x) � 0.('�1)�� tiene soporte contenido en la uni�on del interior de P0 con la caraA0n de�nida por rn = 0.Se tiene Z@D i�� = Z@P0 nXj=1(�1)j�1(aj �'�1)dr1 � � � cdrj � � � drn == (�1)n�1 ZA0n (an �'�1)(r1; : : : ; rn�1; 0)dr1 � � � drn�1;esto es as�� en virtud de aplicar a �� la correspondiente inclusi�on i : (x1; : : : ; xn�1) ,!(x1; : : : ; xn�1; 0), en coordenadas locales, y observando que i�(dxn) = 0.Por otra parte, ZD d� = ZP0 nXj=1 @(aj �'�1)@rj dr1 : : : drn;pero como en caso anterior (4.1)ZP0 @(aj �'�1)@rj dr1 � � � drn = 0 para j = 1; 2 : : : ; n� 1:PeroZP0 @(an �'�1)@rn dr1 : : : drn = ZA0n �(an �'�1)(r1; : : : ; rn�1; 0)dr1 : : : drn�1:Luego tambi�en en este caso, incluyendo el signo (�1)n en la orientaci�on de @D,se tiene Z@D i�� = ZD d�:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



140 4 Integraci�on en variedades diferenciables4.10 Teorema de Green y Teorema de la divergenciaConsideremos ahora algunos ejemplos en los que D es un dominio regular deIR2 �o IR3. En estos casos el Teorema de Stokes corresponde a teoremas cl�asicos delc�alculo conocidos con varios nombres.A. Teorema de GreenSea D un dominio regular acotado de IR2, esto es la clausura de un subconjuntoabierto del plano acotado por una curva simple cerrada diferenciable; por ejemplo,D puede ser un disco o un anillo. Entonces @D es la uni�on de estas curvas (en elcaso del disco es una circunferencia y un par de circunferencias en el anillo).Una 1{forma sobre D se escribe en funci�on de sus coordenadas cartesianas por� = Pdx+Qdy:Podemos suponer que P y Q son las restricciones a D de funciones diferenciablessobre alg�un abierto que contiene a D.Tenemos d� = �@Q@x � @P@y � dx ^ dyy por el Teorema de StokesZD �@Q@x � @P@y � dx ^ dy = Z@D Pdx+Qdy:El t�ermino de la izquierda es una integral de Riemann ordinaria en un dominiode integraci�on D de IR2. El otro t�ermino es una integral sobre una variedad uni-dimensional y su valor es el de la usual integral de linea a lo largo de una curva(o curvas Ci) orientada de tal forma que al recorrer la curva la regi�on quede a laizquierda.As�� la igualdad puede ser escritaZZD �@Q@x � @P@y � dx ^ dy =Xi ZCi Pdx +Qdy;que se conoce como el teorema de Green.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



4.10 Teorema de Green y Teorema de la divergencia 141B. Teorema de la divergenciaSea D un dominio regular de IR3, esto es, la clausura de un conjunto abiertoacotado por una super�cie diferenciable cerrada.Consideremos la 2{forma� = P dy ^ dz +Qdz ^ dx +Rdx ^ dy;donde P;Q;R son funciones diferenciables sobre un abierto de IR3 conteniendo a D.Tenemos d� = �@P@x + @Q@y + @R@z � dx ^ dy ^ dz:El Teorema de Stokes a�rma queZD �@P@x + @Q@y + @R@z � dx ^ dy ^ dz = Z@D P dy ^ dz +Qdz ^ dx +Rdx ^ dy:Que es la integral de Riemann sobre un dominio y al integral de super�cie sobresu borde, respectivamente. Obteni�endose as�� el conocido teorema de la divergencia,el cual cl�asicamente tiene la siguiente formulaci�on:Si N = (N1;N2;N3) es el campo de vectores normal y unitario sobre @D queapunta hacia afuera, V el campo de vectores de componentes (P;Q;R), ! = dx ^dy^dz el elemento de volumen en D � IR3 y ~! = N1dy^dz+N2dz^dx+N3dx^dyel elemento de �area en @D, entoncesZD (div V )! = Z@D 
V;N�~!:Es decir, la divergencia total de V sobre D es igual al ujo de V a trav�es de @D.C. Teorema de Stokes del c�alculoConsideremosD un trozo de super�cie embebida en IR3 y acotada por una curvasimple diferenciable.Ya que dx; dy; dz pueden ser consideradas, por restricci�on, como 1{formas sobreD o sobre @D, toda 1{forma � sobre D puede escribirse como� = P dx +Qdy +Rdz;donde P;Q;R son funciones diferenciables sobre D.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



142 4 Integraci�on en variedades diferenciablesEn este caso el Teorema de Stokes a�rma queZD �@R@y � @Q@z � dy ^ dz +�@P@z � @R@x � dz ^ dx +�@Q@x � @P@y � dx ^ dy == Z@D P dx +Qdy +Rdz:La integral de la izquierda es una integral de super�cie y la de la derecha unaintegral de l��nea. Obteni�endose as�� el usual Teorema de Stokes del c�alculo superior.4.11 Aplicaci�on a los grupos cohomolog��a de De RhamProposici�on 4.49 Sea M una variedad orientable y compacta de dimenci�on n con@M = �. Entonces Hn(M) 6= f0g:Demostraci�on.- Sea ! el elemento de volumen, entoncesZ ! > 0:Supongamos que ! = d� para alg�un (n � 1){forma �. Entonces por el teoremade Stokes Z ! = Z d� = Z@ � = 0:Lo cual es absurdo. Luego ! determina una clase no nula en Hn(M).
Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Diferentes enfoques
de conexiones linealesEn este tema expondremos varias vias para introducir el concepto de conexi�onlineal, sobre una variedad diferenciableM, as�� como primeras propiedades deducidasde tales de�niciones.Si X e Y son campos de vectores sobre una variedadM, vamos a de�nir un nuevocampo de vectores rXY sobre M, cuyo valor en cada punto x es el vector variaci�onde Y en la direcci�on de Xx.Para mejor comprender este concepto, repasemos el concepto de derivada cova-riante natural en IRn.Un campo de vectores Y en IRn puede ser interpretado como una aplicaci�onY : IRn ! IRn diferenciable; as�� si v es un vector en p de IRn e Y es un campo devectores (diferenciable) en p, est�a bien de�nido el vector(DvY ) (p) = limt!0 Y (p+ tv) � Y (p)tque, si Y se expresa en funci�on de los campos de vectores b�asicos en IRn, correspon-dientes a las coordenadas cartesianas globales (r1; : : : ; rn) , por Y = nXi=1 Y i @@ri , sepuede poner (DvY ) (p) = nXi=1 v(Y i) @@ri ;donde v(Y i) expresa la derivada direccional de la funci�on Y i en la direcci�on de v.Si ahora consideramos X e Y campos de vectores diferenciables en p,�DXY � (p) = DXpYde�ne un campo de vectores DXY en IRn, que denominaremos derivada covariantede Y en la direcci�on de X.Ejemplo 5.1 Tomemos en IR3 los campos de vectores X = (A;B;C), Y = (xy2 +4z; y2 � x; x + z3), entoncesDXY = �X(xy2 + 4z); X(y2 � x); X(x + z3)� =143



144 Diferentes enfoques de conexiones lineales= �y2A(x; y; z) + 2xyB(x; y; z) + 4C(x; y; z);�A(x; y; z) + 2yB(x; y; z); A(x; y; z) + 3z2C(x; y; z)�:Propiedades de la derivada covariante o conexi�on natural en IRn:Sean X;Y;Z;W campos vectoriales (diferenciables) en IRn, y sea f una funci�ondiferenciable real, entonces se tienen las siguientes propiedades:DX (Y + Z) = DXY +DXZ DfXY = f DXYDX +WY = DXY +DWY DX (fY ) = (Xf)Y + f DXYTodas estas propiedades se deducen directamente de la de�nici�on deD, entendidacomo derivada direccional de funciones diferenciables en IRn.Es importante rese~nar que DXY puede ser calculado una vez conocido Y alo largo de una curva � que �ja el vector Xp en p; es decir, tal que �(0) = p y�0(0) = Xp.En efecto, sea Y�(t) = �Y 1��(t)�; : : : ; Y n��(t)��, entonces�DXY � (p) = DXpY = �Xp(Y 1); : : : ;Xp(Y n)� ==  nXi=1 d�idt j0 @Y 1@ri j�(0); : : : ; nXi=1 d�idt j0 @Y n@ri j�(0)! == �d(Y 1 ��)dt (0); : : : ; d(Y n ��)dt (0)� :Para la generalizaci�on de la de�nici�on de derivada covariante o conexi�on a unavariedad diferenciable M, exigiremos la existencia de un operador r que asigna acampos de vectores X;Y un campo de vectores rXY , que satisfaga a las cuatropropiedades precedentes, enunciadas para la conexi�on natural en IRn. Esto es, sidesignamos por X(M) el m�odulo de los campos de vectores diferenciables sobre M,damos la siguiente de�nici�on:De�nici�on 5.2 Una conexi�on lineal r en M es una aplicaci�onr : X(M) �X(M)! X(M), (X;Y ) 7! rXY , veri�candoA1:� rX + Y Z = rXZ +rY Z A3:� rfXY = frXYA2:� rX (Y + Z) = rXY +rXZ A4:� rXfY = (Xf)Y + frXYdonde f; g 2 F(M) (funciones diferenciables). rXY se lee derivada covariantede Y con respecto a X. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



145Ejemplo 5.3 Obs�ervese que puede existir m�as de una conexi�on lineal sobre unavariedad diferenciable. Y como ejemplos de existencia de conexiones lineales sobrevariedades tenemos:1) La conexi�on natural D en IRn. Ver p�agina 143.2) La conexi�on r sobre una super�cieM de IR3, de�nida a partir de la conexi�onnatural y el producto interior en IR3, considerando el campo de vectores normalunitario N sobre M y de�niendorXY = DXY � 
DXY;N�Nes decir, el campo de vectores rXY est�a de�nido descomponiendo DXY en sus�unicas componentes tangente y normal relativas al plano tangente a M. r satisfacelas propiedades que caracterizan a una conexi�on lineal sobre M; as�� el productoescalar y la conexi�on natural de IR3 inducen una conexi�on en la superci�e M.3) Si �U;' � (x1; : : : ; xn)� es una carta local en una variedad diferenciableM; sobre el abierto U , con la estructura de variedad inducida, se puede de�nir unaconexi�on lineal, poniendo, paraX;Y campos de vectores sobre U  Y = nXi=1 Y i @@xi!,rXY = nXi=1X(Y i) @@xi :4) Si en una variedad M, n{dimensional, existen n campos de vectores li-nealmente independientes X1; : : : ;Xn (los vectores fX1(x); : : : ;Xn(x)g, linealmenteindependientes para todo x 2 M, d��cese entonces que la variedad es paralelizable),podemos de�nir en M una conexi�on lineal poniendo, para campos de vectores X eY  Y = nXi=1 Y iXi!, rXY = nXi=1X(Y i)Xi:5) Toda variedad diferenciable paracompacta admite una conexi�on lineal.En efecto, sea fV�g� un recubrimiento abierto localmente �nito de M, y supon-gamos que ff�g� es una partici�on de la unidad subordinada a tal recubrimiento; esdecir, las funciones f� son funciones reales diferenciables con valores comprendidosentre 0 y 1, tales que sop f� � V� (la clausura de los puntos donde f� no se anulaest�a contenida en V�) yP� f� = 1. Si r� es la conexi�on lineal en la carta (V�; '�),como en 3), ponemos r =X� f�r�;entonces, al tener esta suma sentido, r es una conexi�on lineal en M.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



146 5 Diferentes enfoques de conexiones lineales5.1 Enfoque axiom�aticoEl enfoque de conexiones que sigue es debido a Koszul. La de�nici�on que vamosa dar est�a justi�cada al comienzo de este tema y corresponde a la De�nici�on 5.2.Una conexi�on lineal sobre M es una aplicaci�onr : X(M) �X(M)! X(M), (X;Y ) 7! rXY , veri�cando1) rX + Y (Z) = rXZ +rY Z2) rX (Y + Z) = rXY +rXZ3) rfX (Y ) = frXY4) rX (fY ) = (Xf)Y + frXYdonde f 2 F(M) (funci�on diferenciable).Si (x1; : : : ; xn) es un sistema de coordenadas en un entorno coordenado U , yf @@x1 ; : : : ; @@xn g son los campos de vectores coordenados, de�nimos las funciones �kijsobre U (que llamaremos coe�cientes de la conexi�on) porr @@xi @@xj = nXk=1�kij @@xk (1 � i; j � n): (5.1)Si D es la conexi�on natural sobre IRn (ver p�agina 143) y si X;Y 2 X(IRn),entonces DXY �DY X = [X;Y ]:Pero esto no es cierto en general. Si r es una conexi�on lineal sobre M, de�nimoslas siguiente aplicaci�onT : X(M) �X(M)! X(M) (X;Y ) 7! T (X;Y ) = rXY �rY X � [X;Y ]Se ve f�acilmente, usando las propiedades de r y del corchete de campos devectores, que T es F(M){lineal y, por tanto, de�ne un campo de tensores de tipo(1,2), sobre M, al que se le denomina tensor torsi�on.Respecto a un sistema coordenado �U;' � (x1; : : : ; xn)� las componentes delcampo de tensores torsi�on vienen dadas por las funcionesT kij = �kij � �kji:Se deduce que r tiene torsi�on nula si y s�olo si sus coe�cientes, relativos a unsistema coordenado, son sim�etricos respecto de sus sub��ndices. Es por lo que sesuele decir a veces que una conexi�on sin torsi�on (con tensor torsi�on nulo) es sim�etrica.Aunque es preferible decir conexi�on sin torsi�on, ya que cuando los coe�cientes deuna connexi�on con torsi�on nula se expresan con respecto a una referencia arbitraria(distinta de la formada por los campos de vectores coordenados), entonces los coe-�cientes no son sim�etricos en general.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.1 Enfoque axiom�atico 147Si consideramos de nuevo la conexi�on natural D sobre IRn y si X;Y;Z 2 X(IRn),se veri�ca DX (DY Z)�DY (DXZ) = D[X;Y ]Z:Pero, esto tampoco es cierto en general, por lo que si r es una conexi�on linealsobre M, de�nimos la siguiente aplicaci�on, denominada curvatura:R : X(M)� X(M)� X(M)! X(M)(Z;X; Y ) 7! R(X;Y )Z = rXrY Z �rY rXZ �r[X;Y ]Z:Se trata de una aplicaci�on F(M){lineal, por lo que de�ne un campo de tensoresde tipo (1,3).Respecto a un sistema coordenado �U;' � (x1; : : : ; xn)� las componentes delcampo tensorial R son R� @@xk ; @@x`� @@xj = nXi=1 Rijk` @@xi ;siendo Rijk` = @�ìj@xk � @�ikj@x` + nXh=1 ��h̀j�ikh � �hkj�ìh� :Para problemas locales relativos a conexiones, se pueden transformar sus propie-dades a ciertas propiedades de formas diferenciales:Sean r una conexi�on lineal sobre una variedad diferenciableM n{dimensional, Uconjunto abierto (pudiendo ser un abierto coordenado) deM y fE1; : : : ; Eng una basede campos de vectores diferenciables sobre U . Consideremos el conjunto f�1; : : : ; �ngde 1{formas diferenciables sobre U , que constituyen la base dual de fE1; : : : ; Eng encada punto de U .Se denominan formas de conexi�on a las n2 1{formas �ij sobre U asociadas a r ya la base fE1; : : : ; Eng en cada punto de U porrXEj = nXi=1 �ij(X)Ei: 8X 2 X(U):Las �ij son lineales, por la propiedad 1) de la conexi�on r, y son diferenciables,ya que si X 2 X(U), se tiene rXEj 2 X(U) y as�� �ij(X) = �i(rXEj) 2 F(U).Las 1{formas de conexi�on �ij est�an relacionadas con los coe�cientes de la conexi�onrespecto a la base fE1; : : : ; Eng por �ik(Ej ) = �ijk.Los campos de tensores torsi�on y curvatura pueden tambi�en expresarse a trav�esde formas diferenciales asociadas a una base de campos de vectores fE1; : : : ; EngVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



148 5 Diferentes enfoques de conexiones linealessobre un abierto U : De�nimos las 2{formas � y 
 (denominadas respectivamenteforma torsi�on y forma curvatura) sobre U , si X;Y 2 X(U), porT (X;Y ) = nXi=1�i(X;Y )Ei:R(X;Y )Ej = nXi=1 
ij(X;Y )Ei:Las formas diferenciales �i; �ij ;�i;
ij , est�an relacionadas por las ecuaciones deestructura de Cartan, que son equivalentes a la de�nici�on de los tensores torsi�on ycurvatura. Dichas ecuaciones son (Ejercicios 149 y 150):d�i = nXj=1 �j ^ �ij +�i: (1a� ecuaci�on de estructura)d�ij = nXk=1 �kj ^ �ik +
ij : (2a� ecuaci�on de estructura)5.2 Enfoque tensorial o cl�asicoDerivada covariante de campos de vectoresPasamos a generalizar el concepto de derivadas parciales en espacios eucl��deos,a cualquier espacio con coordenadas arbitrarias.En una variedad M, consideremos un campo de vectores diferenciable X, querespecto a un sistema de coordenadas (U; (x1; : : : ; xn)) se expresa por (1) X = Xi @@xi ;pues bien, las funciones diferenciables que resultan al hallar las derivadas parcialesde las componentes del campo X respecto de cada una de las coordenadas en cadasistema coordenado, no constituyen, en general, las componentes de un tensor detipo (1,1). En efecto, si (U; (x1; : : : ; xn)) es otro sistema coordenado, con puntos(1)Suprimiremos el s��mbolo del sumatorio, adoptando el convenio de Einstein, seg�un el cual, ��ndicesen factores distintos de un mismo sumando colocados uno arriba y otro abajo, indica sumatorio entodo el rango del ��ndice. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.2 Enfoque tensorial o cl�asico 149comunes con el anterior, y respecto al cual X = Xi @@xi se sigue, teniendo en cuentala ley de transformaci�on relativa a este cambio de coordenadasXi = Xj @xi@xj ; (5.2)que las derivadas parciales se transforman seg�un la relaci�on:@Xi@xj = @@xk �X` @xi@x`� @xk@xj = @X`@xk @xi@x` @xk@xj +X` @2xi@xk@x` @xk@xj : (5.3)Luego las funciones @Xi@xj , no son las componentes de un tensor pues no cumplenla ley relativa al cambio de coordenadas (ver p�ag. 69).Esto mismo ocurre para cualquier campo tensorial: sus derivadas ordinarias noson en general, las componentes de un tensor. Se presenta por tanto el problemade ver si es posible generalizar la operaci�on de derivaci�on parcial de manera que,aplicada a tensores, d�e como resultado nuevos tensores. A esta nueva operaci�on lellamaremos derivaci�on covariante.La condici�on que impondremos, de antemano, a esta derivaci�on covariante esque respecto del producto de tensores se comporte como derivada ordinaria.Comenzaremos con un campo de vectoresX. De su ley de transformaci�on relativaal cambio de coordenadas (5.2), se deduce que las derivadas parciales se transformanseg�un (5.3), que no es la ley de transformaci�on de tensores.Se trata de ver si es posible a~nadir algo lo m�as sencillo posible, a las derivadasordinarias @Xi@xj , para que el resultado sea un tensor.El t�ermino que se agregue puede depender de las coordenadas (x1; : : : ; xn) delpunto donde est�a aplicado el vector y del vector mismo, es decir de sus componentesXi. Por simplicidad, ensayamos el caso en que dicho t�ermino a a~nadir dependalinealmente de las componentes del vector; es decir, el caso en que el t�ermino aagregar a las derivadas parciales @Xi@xj , sea de la forma �ijkXk, donde �ijk seanfunciones diferenciables en U .La suma obtenida ser�a: Xi;j = @Xi@xj + �ijkXk: (5.4)Las n3 funciones �ijk pueden ser arbitarias, con tal que Xi;j sean las componentesde un tensor (en el cual el ��ndice j ser�a covariante; de aqu�� el nombre de derivadacovariante). Para ello, su ley de transformaci�on debe serX�;� = Xi;j @x�@xi @xj@x� o Xk;i = X;� @xk@x @x�@xiVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



150 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesde donde, @Xk@xi + �kijXj =  @X@x� + ���X�! @xk@x @x�@xiy usando (5.2) y (5.3), resulta@X�@x� @x�@xi @xk@x� + @2xk@x�@x� @x�@xiX�+�kijX� @xj@x� = @X@x� @xk@x @x�@xi +���X� @xk@x @x�@xi )���� @xk@x @x�@xi � �kij @xj@x� � @2xk@x�@x� @x�@xi�X� = 0:Expresi�on que tiene que ser nula para cualquier campo de vectores X (es decir,las funciones �kij a obtener deben servir para cualquier campo de vectores), luegotenemos las n ecuaciones��� @xk@x @x�@xi = �kij @xj@x� + @2xk@x�@x� @x�@xi (� = 1; : : : ; n):De estas ecuaciones, podemos despejar las funciones ���, como soluciones deeste sistema lineal, cuyos coe�cientes forman una matriz de determinante no nulo(el jacobiano de la transformaci�on de coordenadas), obteni�endose:��� = �kij @xi@x� @xj@x� @x@xk + @2xk@x�@x� @x@xk : (5.5)Por consiguiente, si se tienen n3 funciones �kij que, mediante un cambio de coor-denadas, se transforman seg�un (5.5), las expresiones de Xi;j , dadas por (5.4), son lascomponentes de un campo de tensores de tipo (1,1), cualquiera que sea el campo devectores X.Dar una conexi�on en M consiste en dar n3 funciones �kij veri�cando (5.5), a lasque se les denomina coe�cientes de la conexi�on.Al tensor de componentes Xi;j = @Xi@xj + �ijkXk dadas por (5.4), se le llamaderivada covariante del campo de vectores X.Utilizando ahora el principio relativo al comportamiento de la derivada covarianterespecto al producto, podemos ver c�omo es la derivada covariante de cualquier campode tensores, con la misma conexi�on �kij obtenida con un campo de vectores.Comencemos viendo, dado que las derivadas parciales de una funci�on s�� son lascomponentes de un tensor, que las derivadas covariantes de una funci�on coincidencon las derivadas parciales. En efecto:Sea f una funci�on y X un campo de vectores arbitrario, el producto fX es uncampo de vectores, y su derivada covariante ser�a(fXi);j = @(fXi)@xj + �ijkfXk = @f@xjXi + f @Xi@xj + �ijkfXk :Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.2 Enfoque tensorial o cl�asico 151Pero, seg�un el postulado admitido sobre la derivada covariante de un producto,se tiene (fXi);j = f;jXi + fXi;j = f;jXi + f @Xi@xj + f�ijkXk;que comparada con la anterior, y puesto que X es arbitrario, resulta:f;j = @f@xj :Tratemos ahora de hallar la derivada covariante de un campo de covectores otensor de tipo (0,1); es decir, de una 1{forma. Se tiene la siguiente expresi�on parasu derivada covariante:Si ! es una 1{forma, su derivada covariante es el tensor de tipo (0,2) de compo-nentes !j;k = @!j@xk � �ikj!i : (5.6)En efecto, para un campo de vectores arbitrario X consideremos la funci�on de�-nida en cada sistema coordenado por f = Xi!i, es f�acil ver que esta funci�on est�a biende�nida en todo M. Su derivada covariante coincide con las derivadas ordinarias:(Xi!i);k = @(Xi!i)@xk :Desarrollando los dos miembros de esta igualdad resulta, teniendo en cuenta elprincipio relativo a la derivada covariante del producto:Xi;k!i +Xi!i;k = @Xi@xk !i +Xi @!i@xk :Y seg�un la expresi�on (5.4) de la derivada covariante de un campo de vectores,tenemos �@Xi@xk +�ikjXj�!i +Xi!i;k � @Xi@xk !i �Xi @!i@xk = 0:Es decir, ��ikj!i + !j;k � @!j@xk�Xj = 0y, como X es arbitrario, resulta:!j;k = @!j@xk � �ikj!i:El procedimiento que hemos utilizado para hallar la derivada covariante de una1{forma, sirve para obtener la derivada covariante de cualquier tensor K. Bastamultiplicar sus componentes por componentes de campos de vectores y 1{formas enVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



152 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesn�umero conveniente para obtener una funci�on, y aplicar luego el hecho de que parafunciones, la derivada parcial ordinaria y la derivada covariante coinciden.As��, si K es un tensor de tipo (p; q), tomemos q campos de vectores X1; : : : ;Xq ,p 1{formas �1; : : : ; �p y la funci�on:Ki1���ipj1 ���jqXj11 � � �Xjqq �1i1 � � � �pip :De donde, hallando la derivada covariante (utilizando el postulado de la derivadade un producto) y la derivada ordinaria, e igualando las relaciones obtenidas, dadala arbitrariedad de los campos y 1{formas tomados, resultar�a:Ki1���ipj1 ���jq ;k = @Ki1���ipj1���jq@xk + �i�k`Ki1���i��1`i�+1���ipj1���jq � �hkj�Ki1���ipj1���j��1hj�+1���jq : (5.7)Podemos ahora relacionar el concepto de conexi�on dado aqu�� con el enfoqueaxiom�atico dado en el p�arrafo anterior:La f�ormula (5.1) de�ne los coe�cientes de la conexi�on �kij , los cuales est�an sujetosa la ley de transformaci�on (5.5).Rec��procamente, dado un sistema de componentes �kij para cada sistema coor-denado (U; (x1; : : : ; xn)) en M que est�an sujetos a la ley de transformaci�on (5.5), laf�ormula (5.1), junto con las propiedades formales del comportamiento de la derivadacovariante respecto al producto, permite de�nir (rU )XY para todo campo de vec-tores en un entorno coordenado U . Para campos de vectores X e Y en M, de�nimosel campo de vectores rXY sobre M poniendo�rXY � (x) = �(rU )XU YU� (x)donde XU e YU son las restricciones de X e Y al entorno U conteniendo a x; elt�ermino de la derecha es independiente de la elecci�on del entorno coordenado U quecontiene a x, como f�acilmente se veri�ca, en virtud de (5.5).Tensores torsi�on y curvaturaDe las relaciones (5.5) que expresan los coe�cientes de una conexi�on sobre unavariedad M, respecto a diferentes sistemas coordenados, resulta que dichos coe�-cientes �ijk no son las componentes de un tensor de tipo (1,2); sin embargo, s�� es untensor el que tiene por componentes:T ijk = �ijk � �ikj : (5.8)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.2 Enfoque tensorial o cl�asico 153El tensor as�� obtenido se denomina tensor torsi�on.Otro tensor muy importante en una variedad con una conexi�on, se obtiene bus-cando las condiciones para que las derivadas covariantes segundas sean independien-tes del orden de derivaci�on.Consideremos, por ejemplo, el campo de vectores X y el campo de tensores detipo (1,1) cuyas componentes son las derivadas covariantes de X, es decir, Xi;k. Lasderivadas covariantes de �este ser�an, seg�un (5.7)Xi;k` = �@Xi@xk +�ikjXj�;` == @2Xi@xk@x` + @�ikj@x` Xj + �ikj @Xj@x` + �ìh�@Xh@xk + �hkjXj�� �h̀k�@Xi@xh + �ihjXj� :An�alogamente, invirtiendo el orden de derivaci�on, resultaXi;`k = @2Xi@x`@xk + @�ìj@xk Xj+�ìj @Xj@xk +�ikh�@Xh@x` + �h̀jXj���hk`�@Xi@xh + �ihjXj� :Restando, miembro a miembro, resultaXi;k` �Xi;`k =  @�ikj@x` � @�ìj@xk + �hkj�ìh � �h̀j�ikh!Xj + T hk`Xi;h:Poniendo Rijk` = @�ikj@x` � @�ìj@xk +�hkj�ìh � �h̀j�ikh; (5.9)nos queda Xi;k` �Xi;`k = Rijk`Xj + T hk`Xi;h: (5.10)Lo que nos permite a�rmar que las n4 funciones Rijk` son componentes de uncampo de tensores, ya que en (5.10) tanto el primer miembro como T hk`Xi;h soncomponentes de tensores para cualquier campo de vectores X.Al tensor de tipo (1,3) de componentes Rijk` se le denomina tensor curvatura.Si en vez de un campo de vectores X se parte de un campo de tensores arbitrario,al hallar las derivadas covariantes cruzadas se obtiene una expresi�on del tipo (5.10).Luego, podemos a�rmar:\En general, no se puede invertir el orden en la derivada covariante".\Para que las derivadas covariantes segundas de cualquier campo de tensoressean independientes del orden de derivaci�on es necesario y su�ciente que los tensoresde curvatura y de torsi�on sean nulos".Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



154 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesConexi�on de RiemannA partir del producto eucl��deo en IR3, usando el isomor�smo Tp(IR3) ' IR3,podemos realizar las operaciones b�asicas, como calcular la longitud de un vectortangente o los �angulos entre vectores tangentes a IR3.La teor��a de super�cies en IR3, ci~n�endonos a su forma cl�asica inspirada en lostrabajos de Gauss, qui�en en 1827 expuso la geometr��a intr��nseca de una super�cieen IR3 (es decir, la geometr��a observada por un habitante de ella), s�olo depende delproducto escalar de vectores tangentes a la super�cie.Hacia 1854, Riemann generaliza estos casos especiales e introduce la geometr��asobre una variedad arbitraria n{dimensional, para lo que es necesario de�nir unproducto interior en cada espacio tangente.Bajo el impulso de la teor��a de la relatividad general de Einstein (1915), unamayor generalizaci�on se hace necesaria: la condici�on de de�nido positivo del productointerior se debilita a solamente exigir no degenerado. Para ello de�nimos un tensorm�etrico g sobre una variedad M, como un campo de tensores de tipo (0,2) sobreM, sim�etrico, no degenerado y de ��ndice constante. En otras palabras, g es unaasignaci�on diferenciable que a cada punto x 2 M le asocia un producto escalar gxen el espacio tangente Tx(M) y el ��ndice de gx es el mismo para todo x 2 M. Unavariedad semi{riemanniana, a la que llamaremos simplemente espacio de Riemann,es una variedad provista de un tensor m�etrico g. Como caso particular tenemos que,si el ��ndice � = 0, se trata de una variedad de Riemann: cada gx es un productointerior (de�nido positivo) sobre Tx(M), y si � = 1 y 2 � n = dim M, M es unavariedad de Lorentz.Para de�nir una derivada covariante se necesita una conexi�on. Se trata de verahora si del tensor m�etrico g de un espacio riemanniano, se puede obtener unaconexi�on que permita la operaci�on de derivaci�on covariante y a partir de ella, obtenerun tensor curvatura.Vamos a demostrar que tal conexi�on se puede obtener y que adem�as se puedenexigir las siguientes condiciones:1) Que la conexi�on sea sim�etrica; es decir, que su tensor torsi�on T ijk = �ijk��ikjsea nulo.2) Que la derivada covariante del tensor m�etrico g, gij;k, obtenida mediante laconexi�on buscada, sea nula.Para ello supongamos 2) y de (5.7), expresi�on que da la derivada covariante deun tensor arbitrario, resulta:0 = gij;k = @gij@xk � �hkighj � �hkjgih;de donde obtenemos por permutaci�on circular@gij@xk = �hkighj + �hkjgih @gjk@xi = �hijghk + �hikgjh @gki@xj = �hjkghi + �hjigkh:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.2 Enfoque tensorial o cl�asico 155Restando las dos �ultimas relaciones de la primera y teniendo en cuenta la condi-ci�on impuesta 1), simetr��a de los coe�cients de la conexi�on, �ijk = �ikj , resulta:�hijgkh = 12 �@gjk@xi + @gki@xj � @gij@xk � ;de donde, dado que el tensor m�etrico g es no degenerado, podemos despejar loscoe�cientes �ijk, obteni�endose:�kij = 12gkh�@gjh@xi + @gih@xj � @gij@xh � ; (5.11)donde los gij son los coe�cientes de la matriz inversa de la formada con los gij .Por lo que si existe una conexi�on que cumple las condiciones 1) y 2), ella debeestar dada por (5.11), a la que se le denomina conexi�on riemanniana. S�olo quedapor probar que estas expresiones de los �ijk (denominados s��mbolos de Christo�elde segunda especie) son de hecho las componentes de una conexi�on. Para lo cual,despu�es de una transformaci�on de coordenadas debe comportarse de acuerdo con laley dada por las f�ormulas (5.5). Lo cual no tiene di�cultad establecerlo, usando lascorrespondientes leyes de transformaci�on para los coe�cientes gij y gij.Tensores deducidos del tensor curvatura por contracci�onEl tensor curvatura de un espacio de Riemann es, ver (5.9)Rijk` = @�ikj@x` � @�ìj@xk +�hkj�ìh � �h̀j�ikh;donde las componentes de la conexi�on �ijk, son ahora los s��mbolos de Christo�el desegunda especie.Por contracci�on del �ultimo ��ndice del tensor curvatura se obtiene el tensorSij = Rhijh:Por contracci�on del ��ndice intermedio, resulta el mismo tensor salvo signo. Y,�nalmente, por contraci�on del primer ��ndice, resultaRiijk = @�iji@xk � @�iki@xj ;que se comprueba f�acilmente que es nulo. Luego resulta que en un espacio de Rie-mann:\Por contraci�on de ��ndices del tensor curvatura se puede obtener un s�olo tensorno nulo el cual es sim�etrico y que le denominamos tensor de Ricci".Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



156 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesA partir del tensor de Ricci se puede construir la funci�on, denominada curvaturaescalar del espacio: r = gijSij :Otro tensor importante es el tensor gravitatorio de Einstein de�nido porGij = Sij � 12rgij ;el cual es sim�etrico y tiene la propiedad de tener la divergencia nula, o seaGij;i = 0donde Gij = gihgkjGkh.La demostraci�on de este hecho, fundamental en la teor��a de la relatividad generalde Einstein, se lleva a cabo utilizando la llamada identidad de Bianchi, relativa a lasderivadas covariantes del tensor curvatura:Rijk`;h +Rij`h;k +Rijhk;` = 0:5.3 Conexiones de�nidas por caminosSea M una variedad diferenciable de dimensi�on n. Los espacios vectoriales tan-gentes Tx(M) y Ty(M) en dos puntos x e y de M son isomorfos, ya que ambos son dedimensi�on n, pero no can�onicamente isomorfos. Ahora bien, con el �n de obtener unisomor�mo determinado que relacione Tx(M) con Ty(M), es necesrio introducir unaestructura adicional sobre la variedad, que llamaremos conexi�on. �Esta \conecta" losespacios tangentes en diferentes puntos de la variedad. Tal conexi�on ser�a obtenida,por ejemplo, por una aplicaci�on lineal no singular que lleve una base Ex de Tx(M)sobre una base Ey de Ty(M).Sea � una curva diferenciable sobre M que une los puntos x e y. Necesitamosde�nir un isomor�smo �xy : Tx(M)! Ty(M) que dependa s�olo de los puntos x e y yde la curva � que los une. Le exigimos adem�as las condiciones siguientes:1) Si z es un punto de � entre x e y, entonces se requiere que �xy = �zy � �xz.2) �yx es el isomor�smo inveros de �xy: �yx = ��1xy .Supongamos que los puntos x e y est�an en un entorno coordenado U que contienea la curva � . Entonces � puede ser representada por las ecuacionesxi = xi(t) (0 � t � 1)donde � (0) = x y � (1) = y. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.3 Conexiones de�nidas por caminos 157Tratamos de encontrar un isomor�smo �t : Tx(M) ! T�(t)(M). Fijadas unasbases, �t puede ser representado por una matriz no singular At y, si v0 2 Tx(M),podemos escribir vt = Atv0 2 T�(t)(M):Supongamos ahora que los elementos de At, considerados como funciones de tson diferenciables; entonces, diferenciando la �ultima ecuaci�on, obtenemos_vt = _Atv0 = � _AtA�1t � vt;y poniendo �!t en vez de la matriz � _AtA�1t �, obtenemos_vt + !tvt = 0:Supongamos ahora que ! depende s�olo de x(t) y de _x(t). Tenemos entonces laecuaci�on diferencial _v + !(x; _x)v = 0: (5.12)Ahora bien, un resultando estandar de la teor��a de ecuaciones diferenciales linea-les de primer orden asegura que existe una �unica soluci�on con la condici�on inicial v0cuando t = 0.As�� dado un vector v0 2 Tx(M) da lugar a un campo de vectores a lo largo de � .Es necesario, no obstante, que el isomor�smo �t sea independiente de la parame-trizaci�on particular de � ; es decir, la ecuaci�on diferencial debe ser invariante respectoa un cambio de par�ametro. De la forma de dicha ecuaci�on, esto ser�a posible si !(x; _x)es homog�enea de grado 1 en _x.As�� vemos que un isomor�smo entre los espacios tangentes en puntos de la curva �se obtiene asociando a cada punto de � unamatriz ! cuyos elementos son homogeneosde grado uno en _x.Consideremos ahora el efecto que produce sobre la expresi�on local de ! un cam-bio de coordenadas x� = x�(x1; : : : ; xn). Requerimos que la ecuaci�on (5.12) seainvariante por un tal cambio.Tenemos (2) _v� = ddt �@x�@xi vi� = @2x�@xi@xj _xjvi + @x�@xi _vi:Entonces �!��v� = @2x�@xi@xj _xjvi � @x�@xi !ijvjo sea �!�� @x�@xk + @2x�@xk@xj _xj � !ik @x�@xi � vk = 0De donde resulta(2)En esta Secci�on, como hemos hecho en la anterior, omitiremos ocasionalmente los signos desumatorio. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



158 5 Diferentes enfoques de conexiones lineales!�� @x�@xj = !ij @x�@xi � @2x�@xj@xi _xi (5.13)Luego, una conexi�on est�a de�nida a lo largo de una curva � , relativa a un sistemacordenado (x1; : : : ; xn), por una matriz (!ij ). Las componentes de la matriz (!��)que determina la misma conexi�on relativamente al sistema coordenado (x1; : : : ; xn)est�an dadas por (5.13).Consideraremos un caso particular, que es cuando ! es lineal en _x; se dice en-tonces que ! es una conexi�on lineal. Y que �t : T�(0)(M) ! T�(t)(M) es el desplaza-miento paralelo (o transporte paralelo) a lo largo de � desde �(0) a �(t).Si ponemos !ij = �ijk _xk; (5.14)a las funciones �ijk se denominan coe�cientes de la conexi�on. Y de la f�ormula (5.13)se deduce que la ley de transformaci�on de los coe�cientes de la conexi�on respecto aun cambio de coordenadas es��� @x�@xj @x@xk = �ijk @x�@xi � @2x�@xj@xk :O bien �ijk = ��� @x�@xj @x@xk @xi@x� + @2x�@xj@xk @xi@x� : (5.15)Para relacionar este enfoque, para el caso particular de conexiones lineales, conel axiom�atico de Koszul, bastar�a establecer el siguiente resultado, en el que r es laconexi�on en M con coe�cientes �ijk cumpliendo (5.15):\Sea Y un campo de vectores sobre una curva � en una variedad dife-renciable n{dimensional M (� : [0; 1] ! M) con �(0) = x y �0(0) = Xx,entonces rXxY = limt!0 1t ���1t �Y (t)� � Y (0)� ;donde �t : T�(0)(M) ! T�(t)(M) es desplazamiento paralelo a lo largo dela curva � desde �(0) a �(t)."Para demostrar este resultado, supongamos que la curva � queda en un entorno�U; (x1; : : : ; xn)� y denotamos tambi�en por Y un campo de vectores sobre U ex-tensi�on del campo de vectores Y dado sobre �. Entonces Y = Y i @@xi .Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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0 Fig. 5.1: Transporte paraleloFijando un h, sea Z el campo de vectores paralelo a lo largo de �, tal queZ(0) = ��1h (Y�(h)), se tiene entonces que Z(h) = Y�(h). PonemosZ(t) = Zi(t) @@xi j�(t):La caracterizaci�on de ser Z paralelo es, seg�un (5.12) y teniendo en cuenta (5.14)dZk(t)dt +�kij��(t)�Zi(t)d�jdt (t) = 0;veri�cando Zk(h) = Y k��(h)� (k = 1; : : : ; n).Aplicando el teorema del valor medio, existir�a para cada k = 1; : : : ; n, un �(k) 2]0; h[, tal que Zk(h)� Zk(0) = hdZkdt (�(k)):Como limh!0 1h ���1h (Y�(h))� Y�(0)� = limh!0 1h �Zk(0) � Y k(0)� @@xk j�(0);resulta para cada componente1h �Zk(0)� Y k(0)� = 1h �Zk(h) � hdZkdt (�(k))� Y k(0)� == 1h�Y k(h) � Y k(0)�� dZkdt (�(k)) == 1h �Y k(h) � Y k(0)� + �kij��(�(k))�Zi(�(k))d�jdt (�(k)):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



160 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesCuando h! 0 (que asocia diferentes Z para cada h) resulta:limt!0 1h ���1h (Y�(h))� Y�(0)� == �dY k(t)dt (0) + �kij��(0)�Y i(0)d�jdt (0)� @@xk j�(0) = �r�0Y � (0):Con lo queda probado el resultado enunciado.5.4 Enfoque por �bradosDistribuci�on horizontal en T (M)Si T (M) es el espacio �brado tangente sobre una variedad diferenciables M dedimensi�on n, cada espacio vectorial Tx(M) (con la estructura diferenciable can�onica)es una subvariedad regular n{dimensional de T (M), al ser la proyecci�on can�onica� : T (M)!M submersi�on.Un vector tangente a T (M) en un punto v 2 T (M) se dice que es vertical si estangente a la subvariedad T�(v)(M).Denotaremos por Vv el conjunto de vectores verticales en v 2 T (M). Existe unacaracterizaci�on de vectores verticales a trav�es de la aplicaci�on ��:W 2 X(T (M)) es vertical () ��(W ) = 0:Para todo � 2 IR�f0g, consideremos el difeomor�smo � : T (M)! T (M) de�nidopor �(v) = �v. A la correspondiente aplicaci�on inducida tambi�en la denotaremospor �, esto es � : Tv(T (M))! T�v(T (M)).Dada una conexi�on lineal r sobre M, nos permitir�a asignar a cada v 2 Tx(M) unsubespacio vectorial Hv de Tv(T (M)) de dimensi�on n, al cual llamaremos subespaciohorizontal pues no va a contener vectores verticales salvo el vector nulo. Dichossubespacios deber�an tener las siguientes propiedades:1) Tv(T (M)) = Hv � Vv2) �(Hv) = H�v (� 2 IR� f0g)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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MFig. 5.2: Distribuci�on horizontal en T (M)3) H : v 7! Hv es una distribuci�on diferenciable.Para de�nir Hv, procedemos de la siguiente forma: Escojamos un punto (vectoren x) v 2 T (M) y supongamos que tenemos un campo de vectores Y 2 X(M) tal queYx = v y ruY = 0; 8u 2 Tx(M):Recordemos que Y se interpreta como una aplicaci�on Y : M! T (M) diferencia-ble. Consideremos su aplicaci�on inducida en x, Y� : Tx(M)! Tv(T (M)); ponemos:Hv = Y�(Tx(M)):Demostremos que se trata de un subespacio vectorial de dimensi�on n de Tv(T (M)),que es independiente de la elecci�on del campo de vectores Y y que tiene las propie-dades requeridas 1), 2) y 3).Para ello, elegimos una carta �U;' � (x1; : : : ; xn)� de M alrededor de x 2 My sea �eU; e' � (ex1; : : : ; ex2n)� la correspondiente carta inducida en T (T (M)). Uncampo de vectores Y sobre M, que en U se expresa por Y = nXi=1 Y k @@xk , satisfacelas condiciones requeridas si y s�olo si@Y k@xi (x) + nXj=1 �kij(x)Y j(x) = 0; Y k(x) = vk (i; k = 1; : : : ; n);Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



162 5 Diferentes enfoques de conexiones linealessiendo �kij los coe�cientes de la conexi�on r relativos a la carta �U;' � (x1; : : : ; xn)�y v = nXk+1 vk @@xk (es decir, vk = exn+k(v)).Es claro que podemos escoger un campo de vectores satisfaciendo estas condi-ciones. EntoncesY�� @@xi jx� = @@exi jv + nXk=1 @Y k@xi jx @@exn+k jv = @@exi jv � nXj;k=1 vj�kij(x) @@exn+k jv:Estos vectores (que no dependen de la elecci�on de Y ) forman una base para Hv ,que es entonces un subespacio de dimensi�on n de Tv(T (M)).Los campos de vectores en ��1(U), de�nidos porEi = @@exi � nXj;k=1(�kij � �)exn+j @@exn+k ; (5.16)forman una base en cada punto de los subespacios Hv.1) La aplicaci�on inducida �� : Tv(T (M)) ! Tx(M) es suprayectiva, y veri�ca��(Hv) = Tx(M); por tanto, como dimHv = dimTx(M), es inyectiva sobreHv; as��, el�unico vector de Hv que tiene imagen nula por �� es el nulo; por lo que Hv\Vv = f0g.Y entonces Tv(T (M)) = Hv � Vv.2) La aplicaci�on � : Tv(T (M)) ! T�v(TM)), veri�ca �(Eijv) = Eij�v. Luego�(Hv) = H�v:3) La distribuci�on H : v 7�! Hv es diferenciable ya que est�a generada por loscampos de vectores diferenciables Ei.El subespacio Hv de Tv(T (M)) as�� obtenido se dice que es horizontal. Un vectorperteneciente al subespacio Hv se dice que es horizontal. Todo campo de vectoressobre T (M) cuyos representantes son vectores horizontales se denomina campo devectores horizontal. A la distribuci�on H se le denomina distribuci�on horizontal sobreT (M) o bien se dice que H es una conexi�on en el �brado tangente T (M).Se tiene el siguiente resultado f�acil de probar que relaciona la integrabilidad dela distribuci�on horizontal con la curvatura de la conexi�on que la determina:\Sea r es una conexi�on lineal sobre una variedad M y E1; : : : ; En los campos devectores sobre una carta inducida en T (M) de�nidos por (5.16) m�as arriba. Entoncessi r tiene curvatura nula se veri�ca que[Ei; Ej ] = 0: (i; j = 1; : : : ; n)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 163(Es decir, la distribuci�on horizontal es integrable)."Conexi�on en M determinada por una distribuci�on horizontal en T (M)Veamos ahora el rec��proco de la construcci�on anterior; es decir, si tenemos unaconexi�on en T (M) dada por un distribuci�on H, veri�cando:1) Tv(T (M)) = Hv �Vv2) �(Hv) = H�v; 8� 2 IR� f0g3) H : v 7! Hv es diferenciable;entonces podemos dar una conexi�on en M (seg�un la de�nici�on de Koszul); es decir,dar una aplicaci�on r : X(M) � X(M) ! X(M) veri�cando, 8X;Y;Z 2 X(M) y8f 2 F(M): 1) rX + Y Z = rXZ +rY Z2) rX (Y + Z) = rXY +rXZ3) rfXY = frXY4) rXfY = (Xf)Y + frXY:Dada una conexi�on H sobre T (M), usaremos la descomposici�on en suma directaTv(T (M)) = Hv � Vv, para de�nir la componente horizontal hZ y la componentevertical vZ de un vector Z 2 Tv(T (M)).Identi�cando el tangente al espacio vectorial Tx(M) en v con el propio Tx(M), esdecir, Vv = Tv(Tx(M)) � Tx(M);vZ ser�a considerado un elemento de Tx(M).La condici�on (2) paraH es equivalente a la ecuaci�on �(hZ) = h(�(Z)) o a �(vZ) =v(�(Z)). Esta �ultima, de acuerdo con la identi�caci�on hecha, viene a serv(�(Z)) = � � vZ (5.17)Consideremos ahora un campo de vectores sobre M, Y :M! T (M), y un vectorXx 2 Tx(M). De�nimos rXxY = v(Y�(Xx)) 2 Tx(M)Es claro quer veri�ca las tres primeras propiedades de conexi�on. Para establecerla �ultima, sea f 2 F(M), entonces(fY )�(Xx) = f(x)(Y�(Xx)) +Xx(f)Yx; (5.18)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



164 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesdonde Yx 2 Tx(M) lo identi�camos con el tangente a Tx(M) en f(x)Yx, es decir,Yx 2 Tf(x)Yx(Tx(M)). Para probar esta f�ormula aplicamos la regla del producto paralas derivadas: Si � : I ! M es una curva tal que �(0) = x y �0(0) = Xx, entonces(fY )�(Xx) = ddt jt=0(fY )(�(t)) = ddt jt=0�f(�(t))Y (�(t))� = Xx(f)Yx+f(x)�Y�(Xx)�:Si tomamos ahora la componente vertical en ambos miembros de (5.18) y usando(5.17), resulta v�(fY )�(Xx)� = v (f(x)(Y� (Xx))) +Xx(f)Yx:rXx(fY ) = f(x)rXxY +Xx(f)Yx:As�� r es una conexi�on en M (seg�un Koszul).Esta conexi�on r en M determinada por la distribuci�on H : v 7! Hv en T(M),da lugar a esta misma distribuci�on si emprendemos la construcci�on rec��proca. Enefecto, si designamos por H 0v � Tv(T (M)) los espacios horizontales determinandospor la conexi�on r reci�en obtenida, resulta que H 0v = Y�(Tx(M)), siendo Y 2 X(M),tal que Yx = v y ruY = 0; 8u 2 Tx(M):Pero ruY = vY�(u) = 0; 8u 2 Tx(M) implica que Y�(u) 2 Hv; 8u 2 Tx(M). LuegoH 0v = Y�(Tx(M)) = Hv. Distribuci�on horizontal en L(M)Si M es una variedad diferenciable n{dimensional, consideremos el conjuntoL(M) = �p � (x; e1; : : : ; en)�x 2 M y fe1; : : : ; eng es una base de Tx(M)	;y sea � : L(M)! M la aplicaci�on proyecci�on, de�nida por �(x; e1; : : : ; en) = x.Si �U;' � (x1; : : : ; xn)� es un sistema coordenado sobre M, sea el sistema coor-denado en L(M) �eU; e' � (ex1; : : : ; exn; ex11; : : : ; exnn)�, donde ponemos eU = ��1(U) ye' : eU ! IRn+n2 homomor�smo coordenado con funciones coordenadas de�nidaspara p � (x; e1; : : : ; en) 2 eU porexi(p) = (xi � �)(p) = xi(x) (i = 1; : : : ; n)ej = nXi=1 exij(p) @@xi jx (j = 1; : : : ; n):No tiene di�cultad probar que si f(U�; '�)=� 2 Ag es un atlas para la estructuradiferenciable de M, entonces f(eU�; e'�)=� 2 Ag permite de�nir una estructura deVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 165variedad diferenciable sobre L(M). A la que llamaremos �brado de referencias linealessobre M.Consideremos ahora las siguientes aplicaciones:1) Si GL(n; IR) es el grupo lineal general, la aplicaci�on� : L(M)�GL(n; IR) �! L(M)(p � (x; v1; : : : ; vn); a) 7�! �(p; a) = pa = (x; nXi=1 ai1vi; : : : ; nXi=1 ainvi):es diferenciable, e induce sendas aplicaciones diferencianbles�a : L(M)! L(M); Ra � �p : GL(n; IR) ! L(M)p 7! pa a 7! paLa aplicaci�on Ra, aqu�� de�nida se denominada traslaci�on a la derecha.2) Sea ahora, para cada abierto coordenado U de M, la aplicaci�onsU : U �! L(M)x 7�! sU (x) = (x; @@x1 jx; : : : ; @@xn jx):Tambi�en sU es diferenciable y � � sU = 1U (identidad en U). A sU le denomi-namos secci�on local can�onica o campo de referencias b�asico, ya que sU asigna a cadapunto del entorno coordenado U la referencia en ese punto determinada por loscampos de vectores b�asicos.3) Finalmente si U es un abierto coordenado de M, consideramos la aplicaci�onh : U �GL(n; IR) �! eU = ��1(U)(x; a) 7�! h(x; a) = sU (x)a:hU es un difeomor�smo, el cual permite asignar coordenadas a los elementos de��1(U). As�� la referencia can�onica tiene las coordenadas de (x; e), ematriz identidaden GL(n; IR).El conjunto de todas las referencias lineales en un punto x 2 M, ��1(x) = Lx,es una subvariedad regular de L(M) de dimension n2, a la que denominamos �brasobre x, y es difeomorfa a GL(n; IR) a trav�es de la aplicaci�onhx : GL(n; IR) �! ��1(x) = Lxa 7�! sU (x)a:Un campo de vectores Z 2 X(L(M)) que queda tangente a cada L�(p) (Zp 2Tp(L�(p))), es decir, tal que ��(Zp) = 0, se dice que es vertical. Denotaremos por Vpel conjunto de vectores verticales en p 2 L(M).Sea r una conexi�on sobre M, vamos ahora a de�nir a partir de ella una dis-tribuci�on H : p 7! Hp en el �brado de referencias lineales L(M), veri�cando lasVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



166 5 Diferentes enfoques de conexiones linealessiguientes propiedades:1) Tp(L(M)) = Hp � Vp2) (Ra)�(Hp) = Hpa3) H : p 7�! Hp es una distribuci�on diferenciable.Para de�nir Hp procedemos de la siguiente forma: Escojamos un punto (refe-rencia en x) p 2 L(M), p � (x; v1; : : : ; vn) y supongamos que tenemos un campo dereferencias (una secci�on) s : M ! L(M), s � (Y1; : : : ; Yn), fY1; : : : ; Yng son camposde vectores diferenciables que forman una base del espacio tangente a M en cadapunto, tal que s(x) = p y rus = 0; 8u 2 Tx(M)donde rus denota (ruY1; : : : ;ruYn). Es claro que podemos escoger un campo dereferencias satisfaciendo estas condiciones. PonemosHp = s�(Tx(M)):Demostremos que se trata de un subespacio vectorial de dimensi�on n de Tp(L(M)),que es independiente de la elecci�on del campo de referencias s elegida y que tienelas propiedades requeridas 1); 2) y 3).Para ello elegimos una carta �U;' � (x1; : : : ; xn)� en M alrededor de x 2 M ysea la correspondiente carta inducida en L(M) �eU; e' � (ex1; : : : ; exn; ex11; : : : ; exnn)�. Uncampo de referencias s � (Y1; : : : ; Yn) sobre M, que en U se expresa porY` = nXk=1Y k̀ @@xk (` = 1; : : : ; n)satisface las condiciones requeridas si s�olo si@Y k̀@xi (x) + nXj=1 �kijY j̀(x) = 0; Y k̀(x) = vk̀ (i; k; ` = 1; : : : ; n)siendo �kij los coe�cientes de la conexi�on r relativos a la carta �U;' � (x1; : : : ; xn)�y v` = nXk=1 vk̀ @@xk , es decir, vk̀ = exk̀(p).Los teoremas relativos a ecuaciones diferenciales permiten escoger un campo dereferencias satisfaciendo a estas condiciones. Entoncess� � @@xi jx� = @@exi jp + nXk;`=1 @Y k̀@xi @@exk̀ jp = @@exi jp � nXj;k;`�kij(x)vj̀ @@exk̀ jp:Estos vectores (que no dependen de la elecci�on de s) forman una base de Hp, elcual es, entonces, un subespacio vectorial de Tp(L(M)) de dimensi�on n.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 167Los campos de vectores en eU = ��1(U), de�nidos porEi = @@exi � nXj;k;`=1(�kij � �)exj̀ @@exk̀ (i = 1; : : : ; n)forman una base para cada subespacio Hp.1) La aplicaci�on �� : Tp(L(M)) ! Tx(M) es sobreyectiva y se veri�ca ��(Hp) =Tx(M). As��, si w 2 Hp \ Vp, usando un campo de referencias s que permita de�nirHp, resulta que existe v 2 Tx(M) tal que s�(v) = w. Como adem�as w 2 Vp, se tiene��(w) = 0. Luego ��(w) = ��(s�(v)) = v = 0. Por lo que w = s�(v) = 0. Es decir,Hp no contiene vectores verticales salvo el nulo. Por lo queTp(L(M)) = Hp � Vp:2) Sea a 2 GL(n; IR), probemos que (Ra)�(Hp) = Hpa.Si s es un campo de referencia que de�ne Hp, resulta que (sa)��Tx(M)� = Hpa.Pues si a � (aij ), s � (Y1; : : : ; Yn) y sa � ( nXi=1 ai1Yi; : : : ; nXi=1 ainYi), al veri�carserus � (ruY1; : : : ;ruYn) = 0, se tieneru(sa)��ru( nXi=1 ai1Yi); : : : ;ru( nXi=1 ainYi)� = � nXi=1 ai1(ruYi); : : : ; nXi=1 ain(ruYi)� = 0:En consecuencia(Ra)�(Hp) = (Ra)�(s�(Tx(M)) = (sa)�(Tx(M)) = Hpa:3) La distribuci�on H : p 7! HP es diferenciable, ya que est�a generada por loscampos de vectores diferenciables Ei.El subespacio Hp de Tp(L(M)) se dice que es horizontal. A los elementos de Hpse les denomina vectores horizontales. Un campo de vectores sobre L(M) cuyos re-presentantes en cada punto son vectores horizontales se denomina campo de vectoreshorizontal. A la distribuci�on H se le denomina distribuci�on horizontal sobre L(M) ose dice que H es una conexi�on en el �brado de las referencias lineales L(M).Transporte paralelo deducido por una distribuci�on horizontal en L(M)Veamos ahora el rec��proco de la construcci�on anterior; es decir, si tenemos unaconexi�on en L(M) dada por un distribuci�on H, veri�cando:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



168 5 Diferentes enfoques de conexiones lineales1) Tp(L(M)) = Hp � Vp2) (Ra)�(Hp) = Hpa 8a 2 GL(n; IR)3) H : p 7! Hp es diferenciable:Entonces podemos de�nir el transporte paralelo en M, y por tanto dar unaconexi�on en M (seg�un la de�nici�on de Koszul), como se hizo en la Secci�on 5.3:De la propiedad (1) de H, es decir, de Tp(L(M)) = Hp�Vp y del hecho de que Vpes el n�ucleo de �� : Tp(L(M))! T�(p)(M), se sigue claramente que �� : Hp ! T�(p)(M)es un isomor�smo para cada p 2 L(M). Consecuentemente, para todo campo devectores X sobre M, existe un �unico campo de vectores bX sobre L(M) horizontal yque se proyecta en X, esto es bXp 2 Hp y ��( bXp) = X�(p);8p 2 L(M). A este campode vectores bX le llamaremos levantamiento horizontal de X.Una curva diferenciable  : [0; 1] ! L(M) se denomina horizontal si sus vectorestangentes 0(t) son horizontales. Si � : [0; 1] ! M es una curva diferenciable en M,de�nimos el levantamiento horizontal de � a una curva horizontal b� : [0; 1] ! L(M)que se proyecta en �, es decir, tal que � � b� = �.Teni�endose la existencia del levantamiento horizontal de campos de vectores, sepuede dar el concepto de levantamiento de curvas por una v��a natural. As�� si � esuna curva en M con campo de vectores tangente T , extendemos T a un campo devectores diferenciable a un entorno U de un trozo de curva que no se corte a si misma.Levantamos T a un campo de vectores horizontal bT sobre ��1(U), y tomamos lacurva integral de bT , para obtener el levantamiento horizontal de �.La justi�caci�on de la de�nici�on de transporte paralelo en L(M) relativo a laconexi�on H que vamos a dar, la encontramos en la construcci�on que hemos hechode una conexi�on en L(M) a partir de una conexi�on r en M y del transporte paraleloasociado a �esta. A saber:Si r es una conexi�on sobre M, entonces por integraci�on de las ecuacionesdiferenciales ordinarias (ver Secci�on 5.3, (5.12),(5.14))dY kdt + nXi;j=1�kijY i dxidt = 0 (k = 1; : : : ; n)podemos transportar el espacio tangente a lo largo de curvas en M. Sip � (x; e1; : : : ; en) 2 L(M) (refererencia en x) y � es una curva enM con �(0) = x, entonces por transporte paralelo de�nimos una curvadiferenciable t 7�! b�(t) � ��(t);E1(t); : : : ; En(t)�en L(M), donde cada Ei es el transporte paralelo de ei = Ei(0) a lo largode �. Y como se veri�ca que r�0Ei = 0; 8i 2 f1; : : : ; ng resulta queb�0(t) 2 Hb�(t), es decir, b� es una curva horizontal.Lo �ultimamente expuesto justi�ca la siguiente de�nici�on:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 169Sea L�(t) = ��1(�(t)) es la �bra sobre �(t), es decir, el conjunto de todas lasreferencias lineales de T�(t)(M). De�nimos�t : L�(0) �! L�(t)p 7�! �t(p) = b�(t)donde b� es el levantamiento horizontal de �, con b�(0) = p. Decimos que la aplicaci�on�t es el transporte paralelo a lo largo de �.Es claro que �t �Ra = Ra � �t, pues Ra � b� es tambi�en un levantamiento horizontalpor la condici�on (2) de H.Veamos que este desplazamiento paralelo en L(M) pemite de�nir el transporteparalelo en M.Toda referencia en un punto x 2 M, p � (x; e1; : : : ; en) 2 L(M), determina unisomor�smo ep : IRn ! T�(p)(M) � 7! nXi=1 �iei:se trata de la aplicaci�on que cada n{upla de n�umeros reales le asigna el vector quetiene esos n�umeros reales como componentes respecto a la referencia p.Es f�acil demostrar quefpa(�) = ep(a�) 8� 2 IRn;8a 2 GL(n; IR);donde el producto a�, de una matriz de orden n por un elemento de IRn, es de�nidode la forma usual.Si � : [0; 1] ! M es una curva en M y v 2 Tx(M), sea b� : [0; 1] ! L(M) ellevantamiento horizontal de � con valor inicial b�(0) = p. El vector v se expresade forma �unica respecto a la referencia p, es decir, existe un �unico � 2 IRn tal queep(�) = v. De�nimos entonces el transporte paralelo en M sobre la curva �, como laaplicaci�on (que tambi�en denotamos por �t)�t : Tx(M) �! T�(t)(M)v 7�! �t(v) = gb�(t)(�)esto es, a cada vector v 2 Tx(M) de componentes � respecto a la referencia p, se leasocia el vector en T�(t)(M) cuyas componentes respecto a la referencia b�(t) son �.Para ver que esta aplicaci�on est�a bien de�nida, es decir, que no depende del le-vantamiento horizontal de � tomado, consideremos otra referencia en Tx(M) distintade p; ser�a de la forma q = pa, donde a 2 GL(n; IR) es la matriz cambio de base. Ellevantamiento de � partiendo de q ser�a entonces Ra � b� : [0; 1]! L(M). Por lo quev = ep(�) = ep�a(a�1�)� = fpa(a�1�) = eq(a�1�):As�� la de�nici�on de �t con respecto a Ra � b� da�t(v) = ^(Ra � b�)(t)(a�1�) =]b�(t)a(a�1�) = gb�(t)�a(a�1�)� = gb�(t)(�):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



170 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesLa aplicaci�on �t : Tx(M)! T�(t)(M) es un isomor�smo entre espacios vectoriales.Ya que si tomamos la referencia p de forma que ep�(1; 0; : : : ; 0)� = v (es decir, pes la referencia con primer vector v), resulta que �t(v) = gb�(t)�(1; 0; : : : ; 0)�; estoes �t(v) es tambi�en el primer vector de la referencia b�(t) en T�(t)(M). Se ve que�t : Tx(M)! T�(t)(M) lleva una base de Tx(M) en una base de T�(t)(M).Ya tenemos, por tanto, de�nido a partir de una conexi�onH en L(M) el transporteparalelo en M. Supongamos ahora que H est�a de�nida por una derivada covarianter en M, este transporte paralelo dado por H coincide con el que determina r.En efecto, si � es una curva en M, consideremos la curva b� en L(M) (levanta-miento horizontal) tal que � � b� = � y b�0(t) es horizontal. Por de�nici�on de H apartir de r, esto signi�ca que para alg�un u 2 Tx(M) = T�(t)(M), tenemosb�0(t) = s�(u); con rus = 0;de hecho u = �� (s�(u)) = �� (b�0(t)) = �0(t). Con lo que r�0(t)s = 0. Lo que quieredecir que los campos de vectores que forman el campo de referencias s son paralelosa lo largo de � con respecto a la conexi�on r original. Por consiguiente, el transporteparalelo de�nido con respecto a la conexi�on H es el mismo que el transporte paralelodado por r. Esto implica que las derivadas covariantes son las mismas.En la Secci�on 5.3 vimos la siguiente expresi�on, que de�ne la derivada covariantede campos de vectores en M en funci�on del transporte paralelo:rXxY = limh!0 1h ���1h (Y�(h)) � Yx� :Distribuci�on horizontal en T (M) determinada por una distribuci�onhorizontal en L(M)Expondremos a continuaci�on otra manera de de�nir la conexi�on en T (M) a partirde la conexi�on en L(M).Supongamos dada una conexi�on H en L(M), veamos que de�ne una distribuci�ony s�olo una K : v 7! Kv sobre T (M) tal queTv(T (M)) = Kv �Vv 8v 2 T (M)Para de�nir Kv0 en un punto dado v0 2 T (M), sea x0 = �(v0) la proyecci�onsobre M y po 2 Lx0 � L(M) una referencia en el punto x0. Existe un �unico �0 2 IRnque representa las componentes de v0 respecto a p0, es decir, ep0(�0) = v0. Fijado �0,determina una aplicaci�onh�0 : L(M)! T (M) p 7! h�0(p) = ep(�0)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 171esto es, h�0(p) es el vector en �(p) con componentes �0 respecto a la referencia p.de�nimos Kv0 = (h�0)� (Hp0 )Veamos que este subespacio no depende de la elecci�on de p0 sobre Lx0. En efecto,si q0 es otra referencia en x0, q0 = p0a para a 2 GL(n; IR), existe un �unico �0 2 IRntal que eq0(�0) = v0. Entoncesep0(�0) = v0 = eq0(�0) =gp0a(�0) = ep0(a�1�0)) �0 = a�0;as��, para todo ph�0(p) = ep(�0) = ep(a�0) =]pa�1(�0) = h�0(pa�1) = (h�0 �Ra�1)(p);luego (h�0)�(Hq0) = (h�0 �Ra�1)�((Ra)�Hp0) = (h�0 )�(Hp0):La aplicaci�on (h�0)� restringida a Hp0 es inyectiva. Pues si Zp0 2 Hp0 tal que(h�0)�(Zp0) = 0, resulta si denotamos moment�aneamente por �t : T (M) ! My por �r : L(M) ! M las respectivas proyecciones can�onicas, se tiene entonces�(�t)� � (h�0)��(Zp0) = (�r)�(Zp0) = 0. Es decir que tambi�en Zp0 2 Vp0. Y como,por la propiedad (1) de H, Vp0 \ Hp0 = f0g, concluimos que Zp0 = 0, de donde lainyectividad.Luego dimKv0 = dimHp0 = dimM. Tambi�en se tiene que Vv0 \ Kv0 = f0g,en efecto, si Yv0 2 Vv0 \ Kv0 se tiene que (�t)�(Yv0) = 0 y 9Wp0 2 Hp0 tal que(h�0)�(Wp0) = Yv0, de donde se deduce que ��t �h�0��(Wp0) = (�r)�(Wp0) = 0; as��Wp0 2 Hp0 \ Vp0, por lo que tiene que ser Wp0 = 0 y, por tanto, (h�0)�(Wp0) =Yv0 = 0. Concluimos que Tv0(T (M)) = Kv0 �Vv0Demostremos ahora que��(Kv0) = K�v0 ; 8� 2 IR� f0gEn virtud de la de�nici�on del subespacio Kv0 , esto es equivalente a establecerque � � h�0 = h��0, pero (� � h�0)(p) = �ep(�0) = ep(��0) = h�0(p).Finalmente, la distribuci�on K : v 7! Kv es diferencible, ya que est�a generadapor los campos de vectores diferenciables inducidos por los campos que gereran ladistribuci�on diferenciable H : p 7! Hp en L(M).Concluimos que dada una conexi�on en L(M) por una distribuci�on H : p 7! Hp,ella determina una �unica conexi�on en T (M), dada por la distribuci�on K : v 7! Kv.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



172 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesFormas de conexi�on en L(M)Existe una interpretaci�on de conexi�on en L(M) en t�erminos de formas diferen-ciales globales, que vamos a esbozar a continuaci�on.Necesitamos primeramente establecer el siguiente resultado:Si el �brado de referencias lineales L(M) sobre una variedad M tiene unaconexi�on H, entonces es paralelizable; es decir, existen n+n2 campos devectores diferenciables sobre L(M) que forman en cada punto una basede su espacio tangente.Para de�nir tales campos de vectores empezaremos de�niniendo n2 campos devectores verticales (para lo cual no se necesita conexi�on alguna sobre L(M)) de laforma siguiente:De�nimos lo que vamos a llamar campos de vectores fundamentales sobre L(M),a trav�es de la aplicaci�on� : gl(n; IR)! X(L(M)) A 7! �(A) = A�:Para de�nir el campo de vectores A�, identi�camos gl(n; IR) � Te(GL(n; IR)), yaque GL(n; IR) es una subvariedad abierta del conjunto de todas las matrices n � ncon coe�cientes reales gl(n; IR).Un elemento A 2 gl(n; IR) se interpreta como un campo de vectores en GL(n; IR),cuyo representante en cada punto a 2 GL(n; IR) es (La)�(A), que es la imagen deA 2 Te(GL(n; IR)) mediante la aplicaci�on inducida de La : GL(n; IR) ! GL(n; IR),b 7! La(b) = ab (traslaci�on a la izquierda en el grupo GL(n; IR)).Sea la curva integral de A en GL(n; IR) pasando por el elemento unidad e:� : IR! GL(n; IR); �(t) = exp tA:Esto permite de�nir en L(M) un grupo uniparam�etrico de transformaciones : IR� L(M) ! L(M) (t; p) 7! p exp tA:Su correspondiente campo de vectores asociado va a ser, por de�nici�on, �(A) =A� y recibe el nombre de campo de vectores fundamental. Su representante en cadapunto p 2 L(M) es el vector tangente a la curva t 7! p exp tA en t = 0. Como estascurvas, para cada p, quedan siempre en la �bra ��1(p), resulta que el campo A� esvertical.La � : gl(n; IR)! X(L(M), as�� de�nida es un homomor�smo de �algebra inyectivo.En efecto:Observemos que A�p = (�p)�(Ae) siendo �p la aplicaci�on de�nida en la p�agina 165de este Tema, con lo que se tiene la linealidad de �.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 173Demostremos que � conserva el corchete. Primeramente, demostremos que si A 2gl(n; IR), (Ra)�A�pa�1 = (a�1Aa)�p. Esto es as��, pues basta observar que Ra � �pa�1 =�p � ja�1, siendoRa : L(M)! L(M) �p : GL(n; IR)! L(M) ja : GL(n; IR)! GL(n; IR)p 7�! pa b 7�! pb b 7�! aba�1Tomando aplicaciones inducidas en el elemento neutro e 2 GL(n; IR)(Ra)�(A�pa�1) = (Ra � �pa�1)�(A) = (�p � ja�1)�(A) = (a�1Aa)�p:Si A;B 2 gl(n; IR) se tiene[A�; B�] = LA� B� = limt!0 (�exp�tA)�B� �B�t == limt!0 (R(exp tA)�1)�B� �B�t = limt!0 �(exp tA)B(exp tA)�1�� �B�t == limt!0� (exp tA)B(exp tA)�1 �Bt �� = �limt!0 (jexp tA)�B �Bt �� == �limt!0 (R(exp tA)�1 �Lexp tA)�B �Bt �� = �limt!0 (R(exp tA)�1)�B �Bt �� = [A;B]�:Finalmente, para probar la inyectividad, supongamos que A�p = 0, entonces lacurva t 7! p exp tA se reduce al punto p, es decir, p exp tA = p; 8t 2 IR, luegoexp tA = e; 8t 2 IR. Con lo que A = 0.Si ahora tomamos la base can�onica fEji gi;j=1;:::;n en gl(n; IR), donde cada Eji esla matriz con coe�cientes nulos, excepto el que ocupa la entrada (i; j), que vale 1.Los correspondientes campos de vectores fundamentales (Eji )� forman un conjuntode n2 campos de vectores independientes de�nidos globalmente en L(M).Tratamos ahora de buscar los n campos de vectores que nos faltan. Ahora s��necesitamos utilizar la conexi�on H dada en L(M). De�nimos la siguiente aplicaci�onB : IRn ! X(L(M)) � 7! B(�)siendo B(�)p = dep(�); es decir, el �unico vector horizontal en Tp(L(M)) que se proyectasobre el vector ep(�) 2 T�(p)(M), vector en x = �(p) que tiene componentes � respectoa la referencia p � (x; v1; : : : ; vn): ep(�) = nXi=1 �ivi.Si � 6= 0, entonces B(�)p 6= 0; 8p 2 L(M). Pues si B(�)p = 0, para alg�un p,entonces ep(�) = ���B(�)p� = 0; y como ep : IRn ! T�(p)(M) es un isomor�smo lineal,resulta � = 0. Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



174 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesLos campos de vectores horizontales fB1; : : : ; Bng correspondientes a la basenatural fe1; : : : ; eng de IRn, son pues linealmente independientes.Concluimos entonces, dada una conexi�on H en L(M) y puesto que fBkgk=1;:::;nson horizontales y los f(Eji )�gi;j=1;:::;n son verticales, que fBk; (Eji )�gi;j;k=1;:::;n sonlinealmente independientes en todo punto p 2 L(M).Ya estamos en condiciones de poder dar una de�nici�on de conexi�on en L(M)en t�erminos de 1{formas diferenciables. Consideremos la base dual f�k; !ijg defBk; (Eji )�g en el sentido que�k(Bi) = �ki �k((Eji )�) = 0!k̀(Bi) = 0 !k̀((Eji )�) = �ki �j̀ :Si Z 2 X(L(M)), se descompone en forma �unica, por la propiedad (1) de Hen la suma de un campo vertical y otro horizontal, Z = vZ + hZ, entonces vZ =nXi;j=1!ij(Z)(Eji )�. As�� dada una conexi�on H en L(M) podemos de�nir la proyecci�onvertical de campos de vectores y por tanto conocer las !ij sobre cualquier campo devectores sobre L(M). A las 1{formas !ij se les denomina 1{formas de conexi�on, y setiene el siguiente resultado:1') !k̀((Eji )�) = �ki �j̀ : (!k̀(A�) = Ak̀; 8A 2 gl(n; IR))2') !ij ((Ra)�Z) = nXk;`=1(a�1)j̀!k̀(Z)aik 8Z 2 Tp(L(M));8a 2 GL(n; IR):3') !ij son diferenciables:Este resultado nos permite dar otra de�nici�on de conexi�on en L(M), en la manerasiguiente:Dar una conexi�on en el �brado de las referencias lineales L(M) consiste en n21{formas !ij , cumpliendo las tres propiedades 1'), 2') y 3') anteriores.Para probar (2') es su�ciente veri�carla para vectores verticales, es decir, de laforma A�p = �(A), A 2 gl(n; IR). Esto es, !ij �(Ra)�A�pa�1� = nXk;`=1(a�1)j̀!k̀(A�p)aik.Como (Ra)�A�pa�1 = (a�1Aa)�p (p�agina 173), se sigue que!ij �(Ra)�(A�pa�1)� = !ij �(a�1Aa)�p� = (a�1Aa)ij == nXk;`=1(a�1)j̀Ak̀aik = nXk;`=1(a�1)j̀!k̀(A�p)aik:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 1753') Las !ij son diferenciables. Como los campos de vectores verticales y hori-zontales generan el conjunto de todos los campos de vectores sobre L(M) (p�agina172) s�olo basta ver que las !ij aplicadas a campos de verticales y horizontales danfunciones diferenciables.Para campos de vectores horizontales es claro, por ser !ij nulas sobre ellos, ytambi�en para campos de vectores verticales, pues basta tomar campos de la forma�(A) = A�.Veamos ahora que si tenemos una conexi�on en L(M) de�nida por n2 1{formasde conexi�on, veri�cando:1') !k̀(A�) = Ak̀; 8A 2 gl(n; IR):2') !ij ((Ra)�Z) = nXk;`=1(a�1)j̀!k̀(Z)aik 8Z 2 Tp(L(M));8a 2 GL(n; IR):3') !ij son diferenciables:podemos de�nir la conexi�on en L(M) en t�erminos de la distribuci�on H : p 7�! Hp,veri�cando: 1) Tp(L(M)) = Hp � Vp2) (Ra)�(Hp) = Hpa3) H : p 7�! Hp es una distribuci�on diferenciable.Para ello de�nimosHp = �Zp 2 Tp(L(M))�!ij(Zp) = 0;8i; j 2 f1; : : : ; ng	1) Si Zp 2 Vp, entonces !ij(Zp) 6= 0, para alg�un i; j 2 f1; : : : ; ng, as�� puesZp 62 Hp,. Por consiguiente, Vp \Hp = f0g.Si Zp 2 Tp(L(M)) es un vector cualquiera, sea Aij = !ij(Zp). Entonces, si A =(Aij ), se tiene !ij(A�p) = Aij . Por consiguiente, poniendo, Wp = Zp �A�p, resulta!ij(Wp) = !ij(Zp)� !ij(A�p) = 0:con lo que Zp = A�p +Wp con A�p 2 Vp y WP 2 Hp, concluimos queTp(L(M)) = Vp �Hp:2) Si Zp 2 Hp, resulta !ij ((Ra)�(Zp)) = nXk;`=1(a�1)j̀!k̀(Zp)aik = 0, lo que quieredecir que (Ra)�(Zp) 2 Hpa; as�� pues(Ra)�Hp = Hpa:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



176 5 Diferentes enfoques de conexiones lineales3) Para probar que H : p 7�! Hp s diferenciable, sean Z1; : : : ; Zn+n2 campos devectores que generan Tp(L(M)) para todo q en un entorno de p, y fEji gi;j=1;:::;n basede gl(n; IR), pongamos Zi = Zi � !ij(Zi)(Ej̀ )�:Los campos de vectores Zi son claramente horizontales y generan la distribuci�onH en un entorno de p. Torsi�on y curvatura en L(M)Vamos a introducir ahora los conceptos de torsi�on y curvatura en t�erminos de laconexi�on en L(M).Consideremos las 1{formas �i sobre L(M), de�nidas en la p�agina 174, denomi-nadas formas can�onicas sobre L(M), y que veri�can:ep�1(��Xp) = nXi=1 �ip(Xp)ei;donde fe1; : : : ; eng es la base can�onica en IRn.Si tenemos una conexi�on H en L(M) y si !ij son sus 1{formas de conexi�on,de�nimos las 1{formas de torsi�on �i y de curvatura 
ij por�i(Xp; Yp) = (d�i)(hXp; hYp)
ij(Xp; Yp) = (d!ij)(hXp; hYp)Se tiene entonces las ecuaciones de estructura:d�i + nXk=1!ik ^ �k = �id!ij + nXk=1!ik ^ !kj = 
ijPara establecer estas ecuaciones, nos bastar�a demostrar que para dos campos devectores cualesquiera X e Y sobre L(M), se tiened�i(X;Y ) + 12 nXk=1 �!ik(X)�kj (Y )� !ik(Y )�k(X)� = �i(X;Y )d!ij(X;Y ) + 12 nXk=1 �!ik(X)!kj (Y ) � !ik(Y )!kj (X)� = 
ij(X;Y )Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 177Como X(L(M)) est�a localmente generado por los campos de vectores b�asicos yfundamentales (p�agina 172), es su�ciente veri�car �esta f�ormulas para estos camposparticulares.La primera ecuaci�on la veri�caremos considerando los tres casos siguientes:1. X = A�; Y = B�. Entonces, como �i es nula sobre campos de vectoresverticales2d�i(A�; B�) = A�(�i(B�)) �B�(�i(A�)) � �i([A�; B�]) = ��i([A;B]�) = 0;los restantes sumandos del primer miembro son igualmente nulos. Y en lo querespecta al segundo miembro, tenemos�i(A�; B�) = d�i(hA�; hB�) = d�i(0; 0) = 0:2. X = A�; Y = B(�). Necesitamos establecer primero que [A�; B(�)] = B(A�),en efecto [A�; B(�)] = LA� B(�) = limt!0 (RexptA)�1)�B(�) �B(�)t == limt!0 B((exptA)�) �B(�)t = B�limt!0 (exptA)� � �t � = B(A�):Utilizando este hecho, los diferenteres sumando de la f�ormula quedan2d�i(A�; B(�)) = A��i(B(�)) �B(�)�i(A�)� �i([A�; B(�)]) == A�(�i)�B(�)(0) � �i(B(A�)) = �(A�)i = � nXk=1Aik�knXk=1 �!ik(A�)�k(B(�)) � !ik(B(�))�k (A�)� = nXk=1Aik�k�i(A�; B(�)) = d�i(hA�; hB(�)) = d�i(0; B(�)) = 03. Fin�almente, en caso de que X = B(�); Y = B(�), como las !ij son nulassobre campos horizontales, del primer miembro s�olo queda d�i(B(�); B(�)), perod�i(B(�); B(�)) = d�i(hB(�); hB(�)) = �i(B(�); B(�)):Para la segunda f�ormula y an�alogamente a la demostraci�on de la primera, essu�ciente considerar los tres casos siguientes:1. Xp; Yp 2 Hp. En este caso la forma es inmediata pues !ij(Xp) = !ij(Yp) = 0,y hXp = Xp; hYp = Yp.2. Xp; Yp 2 Vp. Existen A;B 2 gl(n; IR) tales que A�p = Xp; B�p = Yp, y se tiene2d!ij(A�p; B�p) = A�p!ij(B�)�B�p!ij(A�)� !ij([A�; B�]p) = �!ij([A;B]�p)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



178 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesnXk=1 �!ik(A�p)!kj (B�p) � !ik(B�p)!kj (A�p)� = nXk=1 �AikBkj �BikAkj � == (AB �BA)ij = [A;B]ij = !ij([A;B]�p)
ij(X;Y ) = 
ij(A�p; B�p) = d!ij(hA�p; hB�p) = 0:3. Xp 2 Vp; Yp 2 Hp. Sea Y un campo de vectores horizontal prolongaci�on deYp y � 2 IRn tal que B(�)p = Yp. Por otro lado existe A 2 gl(n; IR) tal que A�p = Xp.As��: 2d!ij(Xp; Yp) = A�p!ij(Y ) � Yp!ij(A�)� !ij([A�; Y ]p) = �!ij(B(A�)p) = 0;los restantes sumandos del primer t�ermino son todos nulos. Y en cuanto al segundot�ermino, tenemos: 
ij(Xp; Yp) = d!ij(hXp; hYp) = d!ij(0; Yp) = 0:Queda as�� probada la 2a� ecuaci�on de estructura.Vamos ahora a relacionar las formas de torsi�on �i y las formas de curvatura
ij con los tensores torsi�on y curvatura relativos al conexi�on de Koszul r en Mdeterminada por las formas de conexi�on !ij sobre L(M).De�nimos en M el campo de tensores torsi�on (o simplemente torsi�on) T y elcampo de tensores curvatura (o simplemente curvatura) R, poniendo:T (Xx; Yx) = 2 nXi=1 �i(Xp; Y p)uiR(Xx; Yx)Zx = 2ep� �
ij(Xp; Y p)� �ep�1(Zx)� �donde Xx; Yx; Zx 2 Tx(M), p = (x;u1; : : : ; un) referencia en x, Xp; Y p 2 Tp(L(M))tales que ��(Xp) = Xx; ��(Y p) = Yx, y la matriz 
ij(Xp; Y p) 2 gl(n; IR) actua sobreep�1(Zx) 2 IRn de la manera usual.Estas de�niciones no depende de la elecci�on de p, Xp e Y p. En efecto,Si reemplazamosXp por Xp, tal que ��(Xp) = Xx, entoncesXp�Xp es vertical,as�� �i(Xp �Xp; Y p) = d�i(h(Xp �Xp); hY p) = d�i(0; hY p) = 0;similarmente, Yp puede ser reemplazado por Y p con ��(Y p) = Yx, sin que cambie elvalor de T (Xx; Yx).Si cambiamos p por q = pa (a 2 GL(n; IR)), podemos elegir (Ra)�(Xp) y(Ra)�(Y p) como nuevos vectores en Tq(L(M)) que se proyectan en Xx e Yx, res-pectivamente, y tenemos Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 179nXi=1�i �(Ra)�Xp; (Ra)�Y p� eq(ei) = nXi=1 d�i �h(Ra)�Xp; h(Ra)�Y p�fpa(ei) == nXi=1 �R�a(d�i)� (hXp; hY p)ep(a�1ei) = nXi=1 d(R�a�i)(hXp; hY p)ep0@ nXj=1(a�1)ji ej1A == nXi=1 d nXk=1 aik�k! (hXp; hY p)ep0@ nXj=1(a�1)ji ej1A == nXi;j;k=1 aik(d�k)(hXp; hY p)(a�1)ji ep(ej ) == nXj;k=1 �jk(d�k)(hXp; hY p)ep(ej ) = nXj=1(d�j )(hXp; hY p)ep(ej) == nXj=1(�j)(Xp; Y p)ep(ej):A lo largo de estas igualdades hemos hecho la sustituci�on R�a�i = nXj=1 aij�j . Estoes as�� pues de��(Wp) = nXi=1 �i(Wp)ep(ei) �� ((Ra)�Wp) = nXi=1 �i ((Ra)�Wp)fpa(ei);resulta, al ser �� ((Ra)�Wp) = ��(Wp), quenXi=1 �i(Wp)ep(ei) = nXi=1 �i ((Ra)�Wp) ep(a�1ei);es decir nXj=1 �j (Wp)ej = nXi=1 �i ((Ra)�Wp) (a�1)ji ej ;de donde (R�a�i)(Zp) = nXj=1 aij�j (Zp):Similarmente, para la curvatura vemos que la de�nici�on no depende de la elecci�onde Xp e Y p. Adem�as si cambiamos p por q = pa, resulta:eq� �
ij((Ra)�Xp; (Ra)�Y p)� �eq�1(Zx)� � =fpa� �a�1
ij(Xp; Y p)a� �fpa�1(Zx)� � =Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



180 5 Diferentes enfoques de conexiones lineales= ep� �
ij(Xp; Y p)� �ep�1(Zx)� �:Veamos que estos tensores T y R de�nidos aqu�� coinciden con los de�nidos yapara una conexi�on r en M. Es decir, se tiene, para X;Y;Z 2 X(M):T (X;Y ) = rXY �rY X � [X;Y ] (5.19)R(X;Y )Z = rXrY Z �rY rXZ �r[X;Y ]Z (5.20)Para la demostraci�on de estas relaciones tenemos que establecer previamente elsiguiente resultado: �rXY � (x) = nXi=1 bXp ��i(bY )�ui (5.21)donde X;Y 2 X(M), bX; bY son levantamientos horizontales a L(M), �i las 1{formascan�onicas en L(M) y p = (x;u1; : : : ; un) una referencia en x.Para establecer esta f�ormula, sea � una curva en M con �(0) = x y �0(0) = Xx,y sea b� el levantamiento horizontal de � a L(M) con b�(0) = p y tal que b�0(0) = bXp.Recordando la de�nici�on del transporte paralelo, escogiendo � 2 IRn tal quegb�(t)(�) = Y�(t) �o gb�(t)�1(Y�(t)) = �tenemos ��1t (Y�(t)) = gb�(0)(�) = ep(�):Consecuentemente,�ep � gb�(t)�1��Y�(t)� = ep(�) = ��1t �Y�(t)� :Luego tenemos �rXY � (x) = limt!0 1t ���1t (Y�(t))� Yx� == limt!0 1t ��ep � gb�(t)�1��Y�(t)�� (ep � ep�1)(Yx)� == ep�limt!0 1t �gb�(t)�1 �Y�(t)�� ep�1(Yx)�� == ep limt!0 1t � nXi=1 �i(bY�(t))ei � nXi=1 �i(bYp)ei�! =Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 181= nXi=1�limt!0 1t ��i(bY )(b�(t)) � �i(bY )(p)��ui = nXi=1 bXp ��i(bY )� ui:Con lo que queda demostrada la f�ormula (5.21)Para el tensor torsi�on tenemos entonces:T (Xx; Yx) = 2 nXi=1 �i(bYp; bYp)ui =nXi=1 � bXp��i(bY )�� bYp��i( bX)�� �i�[ bX; bY ]p��ui=�rXY � (x)��rY X� (x)�[X;Y ](x)ya que ��( bX; bY ]p) = [X;Y ]x.Para probar la segunda igualdad (5.20), relativa al tensor curvatura, la 2a� ecua-ci�on de estructura da2
ij( bXp; bYp)=2d!ij( bXp; bYp)= bXp�!ij(bY )�� bYp�!ij( bX)��!ij([ bX; bY ]p)=�!ij([ bX; bY ]p):Si ponemos la componente vertical de [ bX; bY ] igual av[ bX; bY ]p = A�p A 2 gl(n; IR);entonces obtenemos 2
ij( bXp; bYp) = �Aijas��, resulta por una parte queR(Xp; Yp)Zp = ep�2!ij( bXp; bYp)(ep�1Zx)� = ep��Aij�j ( bZp)ei� = �Aij�j ( bZp)ui:Por otro lado utilizando las tres relaciones siguientesrYxZ = nXi=1 bYp ��i( bZ)�uirXx �rXY � = nXi=1 bXp ��i�\rXZ��ui�ip �\rXZ� = �ip0@ nXj=1 bYp��j ( bZ)�buj1A = nXj=1 bYp ��j( bZ)� �ip(buj) = bYp ��i( bZ)� �ij ;se tiene Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



182 5 Diferentes enfoques de conexiones linealesrXxrY Z �rYxrXZ �r[X;Y ]xZ == nXi=1 � bXp �bY ��i( bZ)��� bYp � bX��i( bZ)��� h[ bX; bY ]p��i( bZ)��ui == nXi=1 �[ bX; bY ]p��i( bZ)�� h[ bX; bY ]p��i( bZ)��ui == nXi=1 v[ bX; bY ]p��i( bZ)�ui = nXi=1 A�p��i( bZ�ui == nXi=1 �limt!0 1t ��i( bZ)(p exp tA) � �i( bZ)(p)��ui == ep nXi=1 limt!0 1t ��ip exp tA( bZp) � �ip( bZ)�ei! == ep0@ nXi;j=1�Aji �ip( bZp)ej = � nXi;j=1Aji �ip( bZ)1Auj:Formas de conexi�on en L(M) de�nidas por �kijVeamos �nalmente como dadas las componentes de una conexi�on lineal �kij de-�nen una conexi�on en el �brado L(M) de referencias lineales sobre M.Para es �n consideremos las coordenadas locales en L(M) inducidas por las coor-denadas locales en M. Sea (U; (x1; : : : ; xn)) un sistema coordenado en M. Todo ele-mento p = (x;u1; : : : ; un) 2 L(M), que es una referencioa en x = �(p), puedeexpresarse por p =  x; nXi=1 exk1(p) @@xk jx; : : : ; nXi=1 exkn(p) @@xk jx! :Si �kij son los coe�cientes de la conexi�on en U , de�nimos las 1{formas de conexi�on!ij en ��1(U) � L(M) por!ij = nXk=1 eyik0@dexkj + nXh;`=1(�kh` � �)exj̀dexh1A (5.22)Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



5.4 Enfoque por �brados 183donde, en cada p, la matriz no singular (exij (p)) tiene matriz inversa, que denotamospor (eyij (p)) = (exij (p))�1.Cada una de las !ij es una 1{forma sobre L(M) determinada independientementede la elecci�on de coordenadas, las cuales de�nen una conexi�on en L(M).Resumen de conexiones linealesHemos de�nido una conexi�on lineal en una variedad M de varias formas equiva-lentes, que resumimos a continuaci�on:1 De�nici�on axiom�atica (Koszul). Mediante un operadorr : X(M)� X(M)! X(M), (X;Y ) 7! rXY , veri�candoA1:� rX + Y Z = rXZ +rY Z A3:� rfXY = frXYA2:� rX (Y +Z) = rXY +rXZ A4:� rXfY = (Xf)Y + frXYdonde f; g 2 F(M) (funciones diferenciables).2 De�nici�on cl�asica. Dando los coe�cientes �kij en cada entorno coordenado(U; (x1; : : : ; xn)) en M.Los cuales est�an sujetos a la ley de transformaci�on (5.5), en la intersecci�on conotro entorno coordenado (U; (x1; : : : ; xn)):��� = nXi;j;k=1�kij @xi@x� @xj@x� @x@xk + nXk=1 @2xk@x�@x� @x@xk :En vez de los coe�cientes �kij , podemos dar las conexi�on por 1{formas �ij de�nidasen cada entorno coordenado U , por�ij � @@xk� = �ikj ;enfoque conocido como de Cartan (ver p�ag. 147).3 De�nici�on por transporte paralelo. Dando un isomor�smo �xy entre losespacios tangentes en Tx(M) y Ty(M) que depende s�olo de los puntos x e y y de lacurva � que les une veri�cando:1. �xy = �zy � �xz, para z un punto en � entre x e y.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



184 5 Diferentes enfoques de conexiones lineales2. �yx = ��1xy .Veri�cando adem�as que, si !t = � _AtA�1t , donde At es la matriz asociada a�t : Tx(M)! Ty(M) respecto a base �jadas, !t(x; _x) es lineal en _x.4 De�nici�on mediante una distribuci�on horizontal en T (M). Dando en cadav del �brado tangente T (M) un subespacio Hv complementario del tangente a las�bras, veri�c�andose 1) Tv(T (M)) = Hv � Vv2) �(Hv) = H�v 8� 2 IR� f0g3) H : v 7! Hv es diferenciable:5 De�nici�on mediante una distribuci�on horizontal en L(M). Dando en cadap del �brado de las referencias lineales L(M) un subespacio Hp complementario deltangente a las �bras, veri�c�andose:1) Tp(L(M)) = Hp � Vp2) (Ra)�(Hp) = Hpa3) H : p 7�! Hp es una distribuci�on diferenciable.6 De�nici�on mediante formas de conexi�on en L(M). Mediante un conjuntode 1{formas !ij de�nidas globalmente en el �brado de las referencias lineales L(M),veri�cando:1') !k̀(A�) = Ak̀; 8A 2 gl(n; IR):2') !ij ((Ra)�Z) = nXk;`=1(a�1)j̀!k̀(Z)aik 8Z 2 Tp(L(M));8a 2 GL(n; IR):3') !ij son diferenciables:
Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



C O N E X I O N E S L I N E A L E S

5 Distribuci�on horizontal en L(M)H : p �! Hp � Tp(L(M)) diferenciableTp(L(M)) = Hp � Vp(Ra)�(Hp) = Hpa

6xt curva en Mpt = bxt levant. a L(M)�t(v) = ept(�); � = ep0(v)(p�ag. 167)
3 Transporte paralelo�t : Tx(M)! Txt(M) isomor�smo�xz = �yz � �xy �yx = ��1xy � �t(v0) = vt_vkt + nXi;j=1�kij _xitvit = 0(Secci�on 5.3, (5.12), (5.14))-�rXY �(x) = limt!0 1t ���1t �Y (t)� � Y (0)�_x0 = Xx (p�ag. 158)

1 Enfoque axiom�atico (Koszul)rX + Y Z = rXZ +rY ZrX (Y + Z) = rXY +rXZrfXY = frXYrXfY = (Xf)Y + frXY��������������������	 Hp = s�(Tx(M))s(x) = prus = 0 8u 2 Tx(M)(p�ag. 166)�����������
�����������rXY � (x) = nXi=1 bXp��i(bY ))ui�i formas can�onicas en L(M)bX; bY levant. de X;Yp = (x;u1; : : : ; un)(p�ag. 180) ?Hv = Y�(Tx(M))Y (x) = vruY = 0 8u 2 Tx(M)(p�ag. 160) 6�rXY � (x) = v (Y�(Xx))(p�ag. 163)4 Distribuci�on horizontal en T (M)H : v �! Hv � Tv(T (M)) diferenciableTv(T (M)) = Hv �Vv��(Hv) = H�a (� 2 IR� f0g)������������*Hv = h�0(Hp)h�0 : L(M)! L(M)p 7! h�0(p) = ep(�0)(p�ag. 170) -vZ = nXi;j=1!ij(Z)(Eji )� fEji g base de gl(n; IR)(p�ag. 174)� Hp = �Zp 2 Tp(L(M))�!ij(Zp) = 0	(p�ag. 175)

6 Formas de conexi�on en L(M)!ij(A�) = Aij A 2 gl(n; IR)!ij ((Ra)�Z) = nXk;`=1(a�1)j̀!k̀(Z)AikZ 2 Tp(L(M)) a 2 GL(n; IR)

-�r @@xi @@xj = nXk=1�kij @@xk(p�ag. 152) 2 Enfoque cl�asico�kij en (U; (x1; : : : ; xn))��� en (U; (x1; : : : ; xn))��� = �kij @xi@x� @xj@x� @x@xk + @2xk@x�@x� @x@xk
?!ij = nXk=1 eyik�dexkj + nXh;`=1(�kh` � �)exj̀dexh�(xij )�1 = (yij )(p�ag. 182)



186 5 Diferentes enfoques de conexiones lineales

Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



EJERCICIOS

1. Sea el conjunto M = f(x; y) 2 IR2�x2 + y2 = 1g [ f(0; y) 2 IR2�1 < y < 2g.La funci�on ' : M! IR, de�nida por� (0; s) 7! 1� s 1 < s < 2(sen 2�s; cos 2�s) 7! s 0 � s < 1es una carta que determina una estructura diferenciable en M.2. Demostrar que si A0 es un atlas diferenciable sobreM, entonces es diferenciableel atlas A que contiene justamente aquellas cartas cuyo cambio de cartas concada carta de A0 es diferenciable.3. Sobre la circunferencia unidad S1 = f(x; y) 2 IR2�x2+y2 = 1g, se considera laestructura diferenciable dada por las dos cartas cuyos homeomor�smos coor-denados son las proyecciones estereogr�a�cas desde los puntos (0; 1) y (0;�1)sobre el eje OX. Demostrar que esta estructura diferenciable coincide con ladada en el Ejemplo 1.16, para n = 1.4. (a) Se considera en el conjunto M = IR[ fpg la topolog��a tal que IR � M seaun abierto y los entornos de p sean los conjuntos (U � f0g) [ fpg, dondeU es un entorno de 0 2 IR. Demostrar que M es localmente eucl��deo perono Hausdor�.(b) En el conjunto E = E0 [E1 � IR2, dondeE0 = f(x; 0) 2 IR2�x 2 IRg y E1 = f(x; 1) 2 IR2�x 2 IRg;de�nimos una relaci�on de equivalencia � por8<: (x; 0) � (y; 0) () x = y(x; 1) � (y; 1) () x = y(x; 0) � (y; 1) () x = y < 0:Demostrar que conjunto cocienteM = E=� no es separado y, sin embargo,sobre M se puede de�nir una estructura diferenciable, tomando las doscartas siguientes: 187



188 EjerciciosU1 = f[(x; 0)]�x 2 IRg; '1([(x; 0)]) = xU2 = f[(x; 0)]�x < 0g [ f[(y; 1)]�y � 0g; '2([(x; 0)]) = x; '2([(y; 1)]) = y:5. Demostrar la a�rmaci�on 3 de la p�agina 9; es decir,\una variedad diferenciablees conexa si y s�olo si es conexa por arcos".6. Demu�estrese que toda variedad diferenciable posee un atlas diferenciable nu-merable.7. Probar que si M es una variedad diferenciable y A es un conjunto numerablecualquiera, entoces M � A puede ser dotado de una estructura de variedaddiferenciable.8. Probar que sobre la circunferencia S1 = IR=ZZ, conjunto cociente de IR m�oduloun n�umero entero, se de�ne una estructura diferenciable por el atlas cuyas car-tas est�an de�nidas por los abiertos U que son im�agenes mediante la proyecci�on,de intervalos abiertos en IR de longitud 1=2, que no contienen a las clases de�-nidas por los puntos x = 1=4 y 3=4 y por los abiertos V im�agenes mediante laproyecci�on de intervalos abiertos de longitud 1=2 que no contienen a las clasesde�nidas por x = 0 y 1=2 y cuyas funciones coordenadasu : [x] 7! sen 2�x; v : [x] 7! cos 2�x;de�nidas, respectivamente, en U y V .9. Sea F1 y F2 dos atlas diferenciables sobre un espacio topol�ogico M. Probar queF1 y F2 son equivalentes si y s�olo si de�nen el mismo conjunto de funcionesdiferenciables.10. Sea (x1; : : : ; xn) un sistema de coordenadas locales de�nidas en un entorno deun punto x de una variedad diferenciable M y sea (y1; : : : ; ym) funciones dife-renciables en un entorno de x. Demostrar que para que (y1; : : : ; ym) constitu-yan un sistema de coordenadas locales alrededor de x, es necesario y su�cienteque m = n y que el Jacobiano de � @yi@xj �x sea no nulo.11. Sea IR la variedad de los n�umeros reales con la estructura usual ' : IR ! IR,t 7! '(t) = t y en el abierto ] � 1; 1[ consideramos la estructura inducida.Entonces son difeomor�smos las aplicaciones:f : ]� 1; 1[! IR g : ]� 1; 1[! IRt 7! f(t) = t1� t2 t 7! g(t) = tag ��2 t�12. Demostrar que es un difeomor�smo la aplicaci�on F : IR2 ! IR2 de�nida porF �(x; y)� = (xey + y; xey � y); 8(x; y) 2 IR2:13. Sea la aplicaci�on F : S2 ! P2(IR) tal que F (x) es la clase determinada porx 2 S2 en P2(IR). Demostrar que F es difeomor�smo local.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 18914. Sea M una variedad diferenciable y F : N ! M un homeomor�smo. Demu�es-trese que N posee una �unica estructura de variedad diferenciable tal que F seaun difeomor�smo.15. Sean F : IR2 ! IR2 G : IR2 ! IR3(x; y) 7! (x2 � 2y; 4x3y2) (x; y) 7! (x2y + y2; x� 2y3; yex)Calcular 1) F�j(1;2) y G�j(x;y) 2) G�j(0;1)(4 @@x � @@y ).16. Sea vp vector tangente a IR3 ( vp 2 Tp(IR3)) para el que v = (2;�1; 3) yp = (2; 0;�1). Calcular la derivada direccional vp(f), donde f : IR3 ! IR, enlos siguientes casos:a) f(x; y; z) = y2z b) f(x; y; z) = x7 c) f(x; y; z) = ex cos y17. Si M = f�1(f0g) es la hipersuper�cie de�nida por f : IRn+1 ! IR, entoncesTx(M) es isomorfo ai�(Tx(M)) = nv 2 Tx(IRn+1).(grad f)x � v = 0odonde i : M ,! IRn+1 es la inclusi�on.18. Si f y g son funciones reales diferenciables de�nidas en una variedadM. Probarque para todo x 2 M, se tiened(f + g)x = dfx + dgx d(fg)x = f(x)dgx + g(x)dfx:19. Sea f una funci�on diferenciable en un abierto A de una variedad diferenciableM de dimensi�on n, y sea p 2 A. Supongamos que (df)p 6= 0. Demostrar queexiste un sistema de coordenadas locales (y1; : : : ; yn) alrededor de p tal queyi(p) = 0 (i = 1; 2; : : : ; n) y f = f(p) + y1:20. Sean f1; : : : ; fn funciones diferenciables de�nidas en un abierto A de una va-riedad diferenciable M de dimensi�on n y p 2 A. Demostrar que el conjunto deformas f(df1)p; : : : ; (dfn)pg � T �p (M) es linealmente independiente si y s�olo si(f1; : : : ; fn) es un sistema de coordenadas locales alrededor del punto p.21. Sea F : M! N una submersi�on entre variedades diferenciables, probar que:a) Un vector v 2 Tx(M) es tangente a la �bra F�1(F (x)) si y s�olo si F�(v) = 0.b) Una aplicaci�on G : N! P es diferenciable si y s�olo si G �F es diferenciable.22. Demostrar que no es una inmersi�on la aplicaci�onF : IR! IR2; t 7! F (t) = (t2; t3):23. Demostrar que la aplicaci�on F : IR ! IR2 dada por t 7! (t2 � 1; t3 � t) no esinyectiva pero de�ne una inmersi�on de IR en IR2.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



190 Ejercicios24. Sobre el subconjunto M = (IR � f0g) [ (IR � f1g) de IR2 se da la estructuradiferenciable de�nida por las dos cartas'0 : IR� f0g ! IR '1 : IR� f1g ! IR(s; 0) 7! s (s; 1) 7! sy se de�nen las aplicacionesF : IR!M f : M! IR� F (s) = (s; 1) si s 2 IR� f0gF (0) = (0; 0) f(s; 0) = f(s; 1) = s; s 2 IRDemostrar que f es una inmersi�on y que f �F es diferenciable, pero F no esdiferenciable.25. Si F : M ! N es una inmersi�on y G : M ! P es una aplicaci�on diferenciable,demostrar que H : M ! N � P, de�nida por H(x) = �F (x); G(x)�; x 2 M, esuna inmersi�on.26. Demostrar que la composici�on de inmersiones es una inmersi�on.27. Consideremos las proyeciones can�onicas en la variedad producto M � N, �1 :M�N! M y �2 : M�N! N y una variedad P. Demostrar que  : P! M�Nes diferenciable si y s�olo si �1 � y �2 � son diferenciables.28. Sea F : IRn+1�f0g ! Sn, de�nida por F (x) = xkxk . Probar que tiene rango n.29. Consideremos la aplicaci�on F : IR3 ! IR3 dada por la transformaci�on ortogonalA = 0BB@ q12 q12 0�q12 q12 00 0 1 1CCAla cual induce una aplicaci�on (denotada por la misma letra) F : S2 ! S2.Demostar que �esta es diferenciable.30. Se considera la aplicaci�on F : IR3 ! IR3 dada por (x1; x2; x3) 7! (x1x2; x2; x3).Encontrar el rango de la restricci�on FjS2 de F a S2 en cada punto de S2.31. Sea la aplicaci�onF : IR3 ! IR3 (x; y; z) 7�! (x cos z � y sen z; x sen z + y cos z; z)Demostrar que FjS2 tiene valores en S2 y que la aplicaci�on inducida de S2 sobres�� mismo es un difeomor�smo.32. Sea F : IR2 ! IR3 de�nida por (x; y) 7! (x2; xy; y). Encontrar el rango de Fen cada punto p 2 IR2.33. En Sn = nx = (x1; : : : ; xn+1) 2 IRn+1.(x1)2 + � � �+ (xn+1)2 = 1o considera-mos la estructura diferenciable de�nida por un atlas constituido por 2(n + 1)cartas (Ui; 'i) (� = 1; : : : ; n + 1):Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 191U� = nx 2 Sn.x� > 0o '�(x) = (x1; : : : ;cx�; : : : ; xn+1)U�+n+1 = nx 2 Sn.x� < 0o '�+n+1(x) = (x1; : : : ;cx�; : : : ; xn+1) 9=;donde b indica que esa componente se suprime.Probar, usando este atlas en Sn y el atlas identidad en IRn+1, que la in-clusi�on natural i : Sn ,! IRn+1 es de rango n en todo punto de Sn (i.e.,8x 2 Sn; dim i�(x)(Tx(Sn)) = n).34. Sea M una subvariedad de dimensi�on m de IRn, (y1; : : : ; ym) un sistema decoordenadas locales de M alrededor del punto p y (x1; : : : ; xn) el sistema decoordenadas est�andar en IRn. Se considera la composici�on hk = xk � i dondei : M ,! IRn es la inclusi�on natural. Demostrar que la ecuaci�on del espaciotangente de M en p viene dado por las ecuaciones:xk = xk(p) + mXi=1 �i @hk@yi (p); (k = 1; 2; : : : ; n; �i 2 IR)35. Consideremos en el conjunto de puntos M de la curva plana de ecuaci�onparam�etrica x = t2; y = t3, la estructura diferenciable para la cual' :M! IR; (t2; t3) 7! tes una carta, y en IR la estructura diferenciable can�onica. Demostrar que laincluci�on i : M ,! IR2 es diferenciable, pero (M; i) no es una subvariedad deIR.36. Consideremos la variedad producto M � N de dos variedades diferenciablesM y N. Demostrar que para todo punto (p; q) 2 M � N el espacio tangenteT(p;q)(M� N) se identi�ca con Tp(M)� Tq(N).37. Sea � una aplicaci�on diferenciable de la variedad producto M � N en otravariedad P. Establecer que la aplicaci�on lineal �� en (p; q) 2 M� N se puedeexpresar como sigue:Si w 2 T(p;q)(M � N) corresponde a (u; v) 2 Tp(M) � Tq(N) (Ejercicio 36),entonces ��(w) = @�1(u) + @�2(v)donde @�1 y @�2 son, respectivamente, las aplicaciones inducidas por�1 : M! P �2 : N! P�1(x) = �(x; q); 8x 2 M �2(y) = �(p; y); 8y 2 N38. El grafo �F de una aplicaci�on diferenciable F : M ! N entre variedades es elconjunto �F = n(x; y) 2 M� N.y = F (x)oVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



192 EjerciciosDemostrar que �F es una variedad diferenciable y que el espacio tangenteT(x;y)(�F ) � Tx(M)� Ty(N) es el grafo de la aplicaci�on lineal F�(x):T(x;y)(�F ) = n(v;w) 2 Tx(M) � Ty(N).w = F�(v)o39. Sea M = S2 � f(0; 0; 1); (0; 0;�1)g y N = �(x; y; z) 2 IR3�x2 + y2 = 1	 (laesfera sin los dos polos y el cilindro circular recto, respectivamente). Conside-remos la aplicaci�on F : M! N que asigna a un punto p 2 M el punto F (p) 2 Ndonde intersecta la recta que pasa por p y corta al eje OZ ortogonalmente.Demostrar que F es diferenciable.40. Supongamos que la funci�on f :M! IR tiene rango 1 en todo punto de f�1(a)(a 2 f(M)). Demostrar que un vector v 2 Tx(M) es tangente a la subvariedadf�1(a) en el punto x 2 f�1(a) si y s�olo si v(f) = 0.41. El conjunto S(n; IR) de las matrices reales sim�etricas de orden n, es una sub-variedad inmersa en gl(n; IR) de dimensi�on n(n + 1)=2.Demostrar que el conjunto M de todas las matrices reales sim�etricas de orden2 con valores propios distintos es un subconjunto abierto de S(2; IR)42. S(n; IR) la subvariedad de gl(n; IR) formada por las matrices reales sim�etricasde orden n (Ejercicio 41). S+(n; IR) el conjunto de las matrices sim�etricastal que la forma cuadr�atica asociada sea de�nida positiva. Establecer queS+(n; IR) es un abierto en S(n; IR) y que la aplicaci�on A 7�! A2 es un difeo-mor�smo de S+(n; IR) en s�� mismo.43. El grupo ortogonal O(n) = �X 2 GL(n; IR)�tX = X�1	 es una subvariedadde dimensi�on n(n� 1)=2 de IRn2 .44. Demostrar que las aplicaciones f; g : IR3 ! IR de�nidas porf(x; y; z) = x2 + y2 + z2 � 1 g(x; y; z) = x + y � z � 1determinan estructuras de variedad diferenciable sobre f�1(0) y g�1(0), res-pectivamente.Demostrar que la aplicaci�on F = (f; g) : IR3 ! IR2 determina una estructuradiferenciable sobre F�1(0; 0).45. Demostrar que la aplicaci�on F : IR3 ! IR2 de�nida porF (x; y; z) = (x2 � y2 + 2xz � 2yz � 1; 2x+ y � z)determina sobre F�1(0; 0) una estructura de variedad diferenciable.46. Sea M =�(x; an�1; : : : ; a1; a0) 2 IRn+1�xn + an�1xn�1 + � � � + a1x + a0 = 0	.Demostrar que M es una subvariedad de IRn+1 difeomorfa a IRn.47. Demostrar que los vectores unitarios tangentes a la esfera S2 es una variedaddiferenciable de dimensi�on 3. (ver Ejemplo 1.85)48. Demostrar que la ecuaci�on (x2 + y2 + z2 + 3)2 � 16(x2 + y2) = 0 de�ne unavariedad diferenciable de dimensi�on 2.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 19349. Dada f : IR2 ! IR de�nida por f(x; y) = y4�y2+(1=4)x2, >nos permite de�niruna estructura difenciable sobre el conjunto f�1(a)?.50. Demostrar que M = �(x; y; z) 2 IR3�x3 + y3 + z3 � 2xyz = 1	 puede ser do-tado de estructura de variedad diferenciable de dimensi�on 2.51. Sea A una matriz de orden n sim�etrica y b 2 IR� f0g; entonces la super�ciede segundo orden M = �x 2 IRn�txAx = b	 es una subvariedad de dimensi�onn� 1 de IRn.52. Probar que el subconjuntoM = �(x; y; z) 2 IR3�x2 � y2 + 2xz � 2yz = 1; 2x � y + z = 0	de IR3, admite una estructura de variedad diferenciable de dimensi�on 1.53. Sea f : IR2 ! IR; f(x; y) = x3 + xy + y3 + 1. >Para qu�e puntos p = (0; 0),p = (1=3; 1=3), p = (�1=3;�1=3) permite f dar una estructura de variedaddiferenciable sobre f�1(f(p))?54. Consideremos la aplicaci�on bilineal � : IRn � IRm !Mn;m(IR), de�nida por�(�1; : : : ; �n); (�1; : : : ; �m)� 7�! 0@ �1�1 � � � �1�m� � � � � � � � ��n�1 � � � �n�m 1AProbar que el par (Mn;m(IR); �) es el producto tensorial de IRn y IRm.55. Si E es un espacio vectorial real n{dimensional, demostar que la aplicaci�onbilineal : IRn �E !LnE de�nida por�(�1; : : : ; �n); v� 7�! (�1; : : : ; �n)
 v = (�1v; : : : ; �nv)es un producto tensorial.56. Supongamos que u 2 E y v 2 F , elementos de los espacios vectoriales realestales que u
 v 6= 0, probar queu
 v = u0 
 v0 si y s�olo si u0 = �u; v0 = ��1v (� 2 IR� f0g)57. Sean los espacios vectoriales sobre IR: IR2; IR3; (IR2)�; y L(IR2; IR3). Se veri-�ca: IR3 
 (IR2)� ' L(IR2; IR3)(Con lo que podemos identi�car los elementos del producto tensorial IR3 
(IR2)� con las matrices reales de orden 2� 3).58. Sean aij y bij las componentes de dos tensores covariantes. Si aijxixj =bjixixj , para valores arbitrarios de xk, probar:1) aij + aji = bij + bji.2) Si adem�as los tensores dados son sim�etricos, entonces aij = bij .Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



194 Ejercicios59. Sean aij las componentes de un tensor contravariante sim�etrico y bij las compo-nentes de un tensor covariante antisim�etrico, ambos sobre un espacio vectorialde real de dimensi�on dos. Calcular aijbij .60. Si aij y bij son las componentes de dos tensores covariantes sim�etricos, talesque aijbk` � ai`bjk + ajkbi` � ak`bij = 0;probar que aij = �bij , para � 2 IR.61. Si aij son las componentes de un tensor antisim�etrico y �i son las componentesde un vector, probar entonces que aij�i�j = 0; rec��procamente, si aij�i�j = 0para cualquier vector de componentes �i, establecer que aij son las componen-tes de un tensor antisim�etrico.62. Si aij�i�j es un escalar invariante para �i componentes de un vector arbitrario,demostrar que aij + aji son las componentes de un tensor; si aij es sim�etricoen sus ��ndices, entonces aij son las componentes de un tensor de tipo (0,2).63. Si akij�i�j�k es un escalar invariante para arbitrarios valores de �i, �i y �i,demostrar que akij son las componentes de un tensor de tipo (1,2).64. Sea T = �1 
 �2 � 3�2 
 �1 + �2 
 �2, siendo f�1; �2g la base dual de la basefe1; e2g de un espacio vectorial E. Hallar la expresi�on de T en la base dual dela base fe1 + e2; 2e1 + 3e2g.65. Si T es un tensor de tipo (2,2) sobre un espacio vectorial E, demostrar que elescalar X1�i;j�n T ijji es independiente de la base elegida para determinarlo.66. Si A es un tensor de tipo (1,1) sobre un espacio vectorial E y se satifaceAikAkj = �ij ;demostrar que det (Aij ) = kAijk = 1 o kAijk = �1, en este caso kAij + �ijk = 0.Si la dimensi�on de E es impar y kAijk = 1, entonces kAij � �ijk = 0.67. Si A es un tensor covariante sim�etrico de orden 2 y v un vector. Probar queA = 0 �o v = 0 si se veri�ca:Aijvk +Ajkvi +Akivj = 068. Para que un conjunto de n(r+1)+(s+2) n�umerosKi1���ir+1j1 ���js+2correspondiente a cada base deNr+1s+2E sean las componentes de un tensor detipo (r+1; s+2), es condici�on necesaria y su�ciente que para �1; : : : ; �r 2 E�,v1; : : : vs 2 E arbitrarios, los n�umerosKi1���irir+1j1���jsjs+1js+2vj11 � � � vjss �1i1 � � ��rirsean las componentes de un tensor de tipo (1; 2).Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 19569. Sea v un vector en IR2. Se asocia a cada base de IR2 los n�umeros �v1 = v2y �v2 = v1, siendo (v1; v2) las componentes de v respecto a dicha base. >Son(�v1; �v2) las componentes de un vector en IR2?70. Sea E un espacio vectorial real de dimensi�on �nita y g un producto interior enE; esto es, g 2N02E ' L2(E�E; IR) sim�etrico y de�nido positivo: g(u; v) � 0y g(v; v) = 0, v = 0.a) Demostrar que es un isomor�smo la aplicaci�on � : E ! E� de�nida por��(u)�(v) = g(u; v); 8u; v 2 E:b) Demostrar que es un producto interior en E� la aplicaci�onbg : E��E� ! IR de�nida por bg(!;!0) = g���1(!); ��1(!0)� 8!;!0 2 E�:c) Sea fe1; : : : :eng una base ortonormal de E con respecto a g y f�1; : : : ; �ngsu base dual en E�. Demostrar que f�1; : : : ; �ng es ortonormal con respecto abg.71. En un espacio vectorial real E, de dimens�on n, interesa saber si los n3 n�umerosKkij , tales que veri�can que KkijLij son las componentes de un vector de E paracualquier tensor L 2N2E, son las componentes de un tensor de tipo (1; 2) ono.72. Tenemos un tensor A de tipo (0; 4) que satisfaceAijk` = �Ajik` = �Aij`k Aijk` +Aik`j +Ai`jk = 0Demostar: 1) Aijk` = Ak`ij2) Si A(u; v; u; v) = 0 para todo u; v 2 E, entonces A = 0.73. Sean E un espacio vectorial real de dimensi�on n, fe1; : : : ; eng una base de E,f�1; : : : ; �ng su base dual en E� y � un tensor de tipo (0; 2). Probar:a) � = nXi;j=1��(ei; ej)��i 
 �jb) Si fu1; : : : ; ung es otra base de E, ��(ei; ej)� = aij , ��(ui; uj)� = bij yuj = cijei. Calcular bij en funci�on de los aij .74. Si v1; : : : ; vp son elementos de un espacio vectorial E:v1 ^ � � � ^ vp 6= 0() fv1; : : : ; vpg son linealmente independientes75. Encontrar la condici�on necesaria y su�ciente para que aij sea de la forma uivj .76. Si aij = �aji y bij = bji, probar que(�ik�j̀ + �ì�jk)aij = 0 aijbij = 0Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



196 Ejercicios77. Sea � una p{forma sobre E (espacio vectorial de dimensi�on n sobre IR) i.e. unaaplicaci�on multilineal alternada. Se de�ne el producto interior de � por v 2 E,y se denota por �v�, como la (p � 1){forma de�nida por(�v�)(v2; : : : ; vp) = �(v; v2; : : : ; vp) 8v2; : : : ; vp 2 E1) Demostar que si � es una n{forma no nula, es un isomor�smo la aplicaci�onf� : E ! Vn�1E� v 7�! f�(v) = �v�2) Toda (n � 1){forma � es descomponible (i.e., � es el producto de (n � 1)1{formas).78. Sea E un espacio vectorial. Si f�1; �2; �3g es una base de E�, entoncesf�1 
 �2 � �2 
 �1; �1 
 �3 � �3 
 �1; �2 
 �3 � �3 
 �2ges una base de V2E�.79. Sea E un espacio vectorial real de dimensi�on n. Para una p{forma ! 2NpE�consideramos el subespacio de E�:E! = �� 2 E��� ^ ! = 0	Demostar que ! es descomponible si y s�olo si dim E! = p.80. Probar que si fu1; u2g es una base del espacio vectorial IR2:1) u1 
 u2 + u2 
 u1 no es descomponible.2) 3u1 
 u1 + 5u1 
 u2 + 6u2 
 u1 + 10u2 
 u2 es descomponible.81. Sean fe1; : : : ; eng una base de E, fe1; : : : ; eng su base dual, probar que, si! = X1�i<j�n!ijei ^ ej 2 V2E�;! es descomponible () !ij!k` � !ik!j` + !i`!jk = 0: i < j < k < l82. Demostrar que si E es un espacio vectorial de dimensi�on � 3, entonces todoelemento homog�eneo en VE es descomponible. Si dim E > 3, entonces sifv1; v2; v3; v4g son linealmente independientes, v1 ^ v2 + v3 ^ v4 es indescom-ponible.83. Si dim E = 4, entonces � es descomponible () �^� = 0 y � es homog�enea.84. Sea !1; : : : ; !n 2 E� y �i = nXj=1Aij!j (i = 1; : : : ; n). Demostrar que�1 ^ � � � ^ �n = det(Aij )!1 ^ � � � ^ !n.85. Antisimetrizar los siguientes tensores:�1 
 �2 + �2 
 �2; �1 
 �2 
 �2 + 2�2 
 �2 
 �2;�1 
 �2 � �2 
 �1; �1 
 �2 + �2 
 �3 � �3 
 �2:Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 19786. Demostrar que aunque siempre se veri�ca queTij = T(ij) + T[ij]no es en general cierto que Tijk = T(ijk) + T[ijk]donde el ( ) indica simetrizaci�on y el [ ] antisimetrizaci�on.87. Sea f 2 F(M) una funci�on diferenciable sobre una variedad M, demostrar quelas funciones ai = @f@xi de�nidas en cada entorno coordenado de funcionescoordenadas (x1; : : : ; xn) de�nen un tensor de tipo (0,1) sobre M.88. Interpretar A 2 T11(M) como una aplicaci�on diferenciable que asigna a cadapunto x 2 M una aplicaci�on lineal Ax sobre Tx(M). Demostrar que (C11A)(x) =traza Ax (donde C es el operedor contracci�on, De�nici�on 2.17).89. Si �i son las componentes de una 1{forma � 2 
(M), establecer que !ij =@�i@xj � @�j@xi son las componentes de un campo de tensores de tipo (0,2) sobre M.90. Si uij y vijk son componentes de campos de tensores covariantes de orden 2 y3 respectivamente y antisim�etricos, entoncesTijk = @uij@xk + @ujk@xi + @uki@xjKijk` = @vijk@x` � @vjk`@xi + @vk`i@xj � @v`ij@xkson componentes de campos tensoriales de tipo (0,3) y (0,4)91. Sea M una variedad diferenciable. J un campo de tensores de tipo (1,1) enM, tal que J2(X) = �X; X 2 X(M). (Se dice que J es una estructura casicompleja sobre M). Consideremos la siguiente aplicaci�onS : X(M)� X(M)! X(M)S(X;Y ) = [X;Y ] + J [JX; Y ] + J [X;JY ]� [JX; JY ]; 8X;Y 2 X(M):Demostrar que S es un campo de tensores de tipo (1,2), denominado tensorde Nijenhuis.92. Sea M = IR2. Consideramos para cada punto p 2 M, el endomor�smo sobreTp(M) dado porJp : a� @@x�p + b� @@y�p ! �b� @@x�p + a� @@y�ppara a; b 2 IR. Demostrar que el campo tensorial p! Jp de�ne una estructuracasi compleja sobre IR2. Veri�car que el tensor de Nijenhuis es id�enticamentenulo, S = 0 (Ver Ejercicio 91). Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



198 Ejercicios93. Sea � una forma diferencial. >� ^ � � 0?94. En IR2n, calcular �n = �^ n)� � � ^�, siendo � la 2{forma diferencial� = dx1 ^ dx2 + dx2 ^ dx3 + � � � + dx2n�1 ^ dx2n95. Sean f1; : : : ; fn; g1; : : : ; gn funciones diferenciables sobre una variedad de di-mensi�on m � 2n y sea la 2{forma ! = df1 ^ dg1+ � � �+ dfn ^ dgn. Comprobarque !n = !^ n)� � � ^! = (�1)n(n�1)2 n! df1 ^ � � � ^ dfn ^ dg1 ^ � � � ^ dgn:96. Sean X e Y campos de vectores IR2 de�nidos porX = x @@x + 2xy @@y ; Y = y @@yy sea ! la forma diferencial sobre IR2 de�nida por! = (x2 + 2y)dx + (x + y2)dy:Calcular [X;Y ]; d!. Comprobar que se veri�ca la relaci�on entre el productocorchete y la diferencial exterior.97. Sea M una variedad diferenciable de dimensi�on n, fX1; : : : ;Xng una base decampos de vectores y consideremos su base dual f!1; : : : ; !ng. Si [Xi;Xj ] =akijXk, calcular d!i en funci�on de akij .98. Encontrar la diferencial exterior de las siguientes formas diferenciales en elplano y espacios eucl��deos tridimensionala) xdx b) xdy � y dx c) z dx+ x dy + y dz99. Consideremos la aplicaci�onF : IR! IR2 t 7�! (x; y) = (t2; t3)y la 1{forma ! = xdy en IR2. Calcular F �!.100. Calcular f�(dt), siendo f la funci�onf : IR2 ! IR (x; y) 7�! t = x� y101. Sea ! = �y dx+ xdyx2 + y2 una 1{forma sobre IR2 � f(0; 0)g y denotamos la res-tricci�on a S por � = !jS1 . Si F : IR ! IR2 es la aplicaci�on de�nida porF (t) = (cos t; sen t). Establecer que F �� = dt.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 199102. Consideremos la aplicaci�onF : IR2 ! IR2 (x; y) 7�! (xy; 1)Calcular F �(dx); F �(dy); F �(y dx).103. Sea ! = y dx + z dy + xdz 2 
1(IR3). Calcular F �!, estando F : IR2 ! IR3dada por F (u1; u2) = (senu1 cos u2; senu1 senu2; cos u1):104. Consideremos la transformaci�on linealF : IRn ! IRn F (x1; : : : ; xn) = (y1; : : : ; yn)donde yi = nXj=1 aijxj + bi, con aij ; bi 2 IR. Calcular F �(dx1 + � � �+ dxn).105. Sean M y N variedades diferenciables, ambas de dimensi�on n, ! 2 
n(M) unan{forma diferencial sobre M, F : N ! M un difeomor�smo, tal que F (V ) =U , para U y V entornos coordenado de funciones coordenados (x1; : : : ; xn) y(y1; : : : ; yn) sobre M y N, respectivamente. Demostrar que si ! = a dx1 ^ � � � ^dxn en U , entonces F �! = (a �F )J dy1 ^ � � � ^ dyn en Vsiendo J el jacobiano del difeomor�smo F , J = det(@(xi � f)@yj )106. Determinar todas las transformaciones lineales de IR2 que conservan la formadiferencial ! = dx ^ dy.107. En IR3 se considera la 2{forma diferencial� = (xdy � y dx) ^ dzx2 + y2 + z2Calcular F �� y F �(d�), donde F : IR3 ! IR3 esta de�nida porx = r sen � cos'; y = r sen � sen'; z = r cos �108. Se considera la 1{forma diferencial sobre IR3� = y dx� xdy + dza) Condiciones sobre la funciones f y g de clase C1 de IR3 en IR para las quela forma � � g df sea cerrada.Mostrar que f y g son necesariamente independientes de z. >Puede darsearbitrariamente g (independiente de z) y deducir f?b) Si las condiciones encontrados en a) se satisfacen, demostrar que para todox 2 IR3 las formas fdf; dg; �� g dfg son independientes.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



200 Ejercicios109. Sea x un punto del dominio U de una carta (U;') de una variedad diferenciableM de dimensi�on n, tal que '(x) = a 2 IRn, la curva coordenada �i pasando porel punto x est�a de�nida por�i : I ! U � M t 7�! '�1(a1; a2; � � � ; ai + t; � � � ; an)Demostrar que _�i(0) = @@xi jx.110. Encontrar las curvas integrales de los campos de vectores en IR2 de�nidos ent�erminos de la carta identidad pora) x @@x b) y @@x � x @@y c) y @@x � x3 @@y d) 2x @@x � y @@yEn cada caso encontrar los puntos cr��ticos y determinar qu�e campo de vectoreses completo.111. Demostrar que es completo el campo de vectores en IR2 � f(0; 0)g de�nido ent�erminos de la carta identidad porX = @@x + @@y :112. Encontrar las curvas integrales del campo de vectores en IR3 de�nido en t�ermi-nos de la carta identidad porX = y @@x + z @@y + @@z :113. Sean (U;'); (V; �) las dos cartas que de�nen el atlas estereogr�a�co en la esferaS2; es decir, U = S2�f(0; 0; 1)g, V = S2�f(0; 0;�1)g, ' la proyecci�on estereo-gr�a�ca desde el punto (0; 0; 1) sobre el plano z = 0 y � la misma proyecci�ondesde el punto (0; 0;�1). Se consideran los campos de vectoresx1 @@x1 + x2 @@x2 � y1 @@y1 � y2 @@y2en U y V respectivamente. Veri�car que juntos de�nen un campo de vec-tores en S2, encontrar las curvas integrales de este campo y demostrar que escompleto.114. Demostrar que los campos de vectores en IR2 de�nidos en t�erminos de la cartaidentidad por X = y @@x Y = 12x2 @@yson completos y que su corchete no es completo.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 201115. Hacer una representaci�on gr�a�ca de los campos de vectores en IR2, cuyas com-ponentes en el punto p = (x; y) se indican:(a) X(p) = (0; 1) (b)X(p) = �p (c)X(x; y) = (y;�x) (d)X(x; y) = (y; x)(e) X(x; y) = (�2y; 12x).Encontar las curvas integrales de todos estos campos a trav�es del punto p =(1; 1). Idem del punto p = (a; b).116. Determinar cu�ales de los siguientes campos de vectores de�nidos en un abiertoU � IR2 son completos:(a) X(x; y) = (1; 0); U = IR2 (b) X(x; y) = (1; 0); U = IR2 � f(0; 0)g(c) X(x; y) = (�y; x); U = IR2�f(0; 0)g (d) X(x; y) = (1+x2; 0); U = IR2:117. Consideremos el campo de vectores X(x; y) = (1; 0) sobre IR2. Para t 2 IR yp 2 IR2, sea  t(p) = p(t), donde p es la curva integral de X pasando por p.(a) Demostrar que para cada t 2 IR,  t es una transformaci�on de IR2 en s��mismo. Geom�etricamente, de >qu�e transformaciones se trata?(b) Demostrar que  0 = 1IR2 t1+t2 =  t1 +  t2 ; 8t1; t2 2 IR �t =  �1t ; 8t 2 IR.(As�� t 7�!  t es un homeomor�smo del grupo de los n�umeros reales en elgrupo de las transformaciones del plano).(c) Repetir los apartados anteriores para los campos de vectores:(a) X(x; y) = (�y; x) (b) X(x; y) = (x; y) (c) X(x; y) = (y; x)118. Sea la aplicaci�on F : IR2 ! IR2, (x1; x2) 7�! (y1; y2) = (x1+x2; x1�x2), probarque es un difeomor�smo. Encontrar el campo de vectores imagen mediante F�del campo de vectores X = x2 @@x1 +x1 @@x2 en IR2 referido a la carta identidad.Determinar los grupos uniparam�etricos asociados a estos dos campos.119. Encontrar en IR2 un sistema de coordenadas tal que una de las familias decurvas param�etricas sean las curvas integrales del campo de vectores Y =(y;�x).120. El campo de vectores no nulo en IR2 de�nido en t�erminos de la carta identidadpor X = ey @@x + @@y ;determina una distribuci�on unidimensional E en IR2. Encontrar una carta enIR2 adaptada a la distribuci�on.121. Sea el sistema diferencial de�nida en IR3 por! = yz dx + xz dy + dz:Demostrar que es integrable y encontrar las super�cies integrales.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



202 Ejercicios122. Sea E la distrubuci�on de�nida en IR2 por la 1{forma! = dy � 3x2 dx:Encontrar una carta en IR2 que sea adaptada a esta distribuci�on.123. Sea S3 la 3{esfera, esto es, la subvariedad diferenciable de IR4 de�nida por laecuaci�on x2 + y2 + z2 + t2 = 1:Consideremos los campos de vectoresX = (1� t� x2) @@x � xy @@y � xz @@z + x(1 � t) @@tY = �xy @@x + (1 � t� y2) @@y � yz @@z + y(1 � t) @@tSea S� el conjunto de puntos de S3 exceptuando el (0,0,0,1).a) Demostrar que X e Y son campos de vectores linealmente independientessobre S�.b) Sea E la distribuci�on en S� generada por X e Y. Demostrar que la subva-riedad bidimensional de�nida por las ecuacionesz + kt = kx2 + y2 + z2 + t2 = 1kz � t 6= 0t 6= 1�1 < k <1, son variedades integrales de E.124. Sea !1; : : : ; !k 1{formas diferenciables independientes y cerradas sobre unavariedad M. Sea E el sistema diferencial dado en cada punto porEx = �v 2 Tx(M)�!ix(v) = 0; 8i 2 f1; : : : ; kg	 :Probar que existen subvariedades N por cada x 2 M, tales que Tx(N) = Ex.125. Consideremos los campos de vectores X1;X2;X3 2 X(IR3 � f0g), dados porX1 = z @@y � y @@z ; X2 = x @@z � z @@x ; X3 = y @@x � x @@y :Para cada x 2 IR3 � f0g, Ex es el subespacio de Tx(IR3 � f0g) generado porfX1;X2;X3g y E la distribucui�on determinada por los Ex. Comprobar que Ees completamente integrable. Encontrar las subvariedades integrales.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 203126. Demostrar que una variedad diferenciable conexa y orientable admite justa-mente dos orientaciones.127. Una super�cie M es orientable cuando existe una 2{forma � sobre M que esdiferente de cero en cada punto de M. Demostrar que una super�cie M enIR3 es orientable si y s�olo si existe un campo vectorial normal Z en M que esdiferente cero en cada punto de M.128. Calcular la expresi�on de la 2{forma � del Ejercicio 127 en S2 en t�erminos delas coordenadas dadas por(i) La proyecci�on estereogr�a�ca.(ii) Las cordenadas esf�ericas (�; �; ') con � = 1.129. Probar que el espacio proyectivo Pn(IRn) es una variedad orientable si y s�olosi n es impar.130. En IR2 consideremos D = B20(1) (clausura de la bola de radio 1), demostrarque D es un dominio en la variedad diferenciable IR2 con frontera S1 = @D.131. Sea f : IR2 ! IR una funci�on diferenciable de clase C2 y D un dominio com-pacto de IR2; se supone que fj@D = 0. Demostrar la f�ormulaZD f �@2f@x2 + @2f@y2� dx ^ dy = �ZD "�@f@x�2 +�@f@y�2# dx ^ dyy deducir que si@2f@x2 + @2f@y2 = 0 sobre D; entonces fjD = 0:132. Consideremos la forma diferencial sobre IR3! = (z � x2 � xy)dx ^ dy � dy ^ dz + dz ^ dxIntegrar ! sobre el conjunto D = f(x; y; z) 2 IR3=z = 0; x2 + y2 < 1g.133. Sea � = y dxx2 + y2 y r el arco orientado de�nido porx = r cos u; y = r senu; z = r (r = cte: 0 � u � 2�)a) Calcular Rr �:b) Sea D la regi�on del cono de�nida por x2 + y2 � z2 = 0; 0 < r1 < z < r2.Calcular RD d�, y veri�car el Teorema de Stokes.134. Sea � = 12� xdy � ydxx2 + y2Probar que � es una 1{forma cerrada en IR2 � f0g. Calcular la integral de �sobre la circunferencia unidad. >Se sigue que � no es exacta? Si i : S1 ,! IR2es el embebimiento can�onico >i�� es exacta?Si se restringe � al semiplano derecho x > 0, entonces � si es exacta.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



204 Ejercicios135. Sea D = f(x; y) 2 IR2�0 � x � �=2; 0 � y � �=2g. Calcular la integralZD sen(x + y)dxdy136. Sea  un arco orientado de IR3 de�nido por la parametrizaci�onx = cos �; y = sen � z = sen � cos � (0 � � � 2�)a) Calcular R z dx:b) Transformar esta integral en una integral doble extendida a la porci�on desuper�cie de ecuaci�on z = xy limitada por ; y encontrar as�� su valor.137. Demostrar que sobre la esfera S2 � IR3 se veri�ca queZ 2 dx ^ dy = 0 Z 2 (xdy � ydx) ^ dz = 2Z 2 zdx ^ dy:138. Sea D la regi�on de�nida por la relaci�on x2 + y2 = r2; 0 � z � h del cilindrode IR3 . Veri�car el Teorema de Stokes para la 1{forma� = xdy � ydxx2 + y2 + z2 :139. En una espacio de Riemann (M; g), sea la aplicaci�onr : X(M)�X(M)! X(M),de�nida por la f�ormula de Koszul:2g(rXY;Z) = Xg(Y;Z) + Y g(Z;X) � Zg(X;Y )��g(X; [Y;Z]) + g(Y; [Z;X]) + g(Z; [X;Y ])Comprobar que para todo X;Y;Z 2 X(M), f 2 F(M), r veri�ca:A1 r es IR{lineal. A4 [X;Y ] = rXY �rY X:A2 rfXY = frXY: A5 Xg(Y;Z) = g(rXY;Z) + g(Y;rXZ)A3 rXfY = (Xf)Y + frXY:140. Si X e Y son dos campos de vectores con expresi�on localX = nXi=1Xi @@xi e Y = nXj=1 Y j @@xjy si �kij son los coe�cientes de una conexi�on lineal r sobre una variedad M,r @@xi @@xj = nXk=1�kij @@xk ;Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 205establecer a) rXY = nXk=10@ nXj=1Xj @Y k@xj + nXi;j=1�kijXiXj1A @@xk :b) ��� = nXi;j;k=1�kij @xi@x� @xj@x� @x@xk + nX̀=1 @2x`@x�@x� @x@x`en la intersecci�on U [U de los abiertos de dos cartas locales (U; (x1; : : : ; xn)),(U; (x1; : : : ; xn)).141. Sea la parametrizaci�on de la esfera de radio a~x(�; �) = (a cos � cos�; a cos � sen�; a sen �)Calcular la derivada covariante respecto a � del campo de vectores unitarioformado por las tangentes unitarias a los meridianos a lo largo del paralelo� = �0.142. Sea ~� una curva alabeada. Consideremos la super�cie generada por las binor-males : ~x(u; s) = ~�(s) + u~b(s). Calcular las derivadas covariantes a lo largode las curvas coordenadas del campo de vectores tangente unitario a las l��neasparam�etricas s = cte:143. Sea C el paralelo � = �0 sobre la esfera de ecuaci�on:~x(�; �) = (a sen � cos�; a sen � sen�; a cos �)A) Probar que el transporte paralelo del vector ~x1(�0; �) a lo largo de C esY (�) = cos�(cos�0)(�� �0)�~x1 � sen�(cos�0)(�� �0)�sen�0 ~x2:B) Y (0) = Y (2�)) C es el ecuador.144. Consideremos la esfera~x(u1; u2) = (cos u2cos u1; cos u2senu1; senu2)Se desplaza paralelamente el vector de componentes (1,0) desde el punto decoordenadas (0,0) hasta el punto (�=p2; 0) a lo largo del ecuador, luego hastael punto (�=p2; �=4) a lo largo del meridiano u1 = �=p2, despu�es hasta elpunto (0; �=4) a trav�es del paralelo u2 = �=4, y por �ultimo hasta el puntoinicial por el meridiano u1 = 0. Determinar el �angulo entre el vector dado yel vector obtenido al �nal del desplazamiento.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



206 Ejercicios145. Coordenadas cil��ndricas en IR3. Sean r; '; z las coordenadas cil��ndicas usualesen IR3. (r; '; z) es un sistema coordenado sobre IR3 � f(x; y; z) 2 IR3=x �0; y = 0g. Estas funciones coordenadas est�an bien de�nidas y sus aplicacionesinversas y campos de vectores b�asicos tienen la siguiente expresi�on:x = r cos'; y = r sen'; z = z@@r = cos' @@x + sen' @@y@@' = r v; v = �sen' @@x + cos' @@y@@z = @@z ........... . . . . . . . . . . .................... . . . . . . . . .���	X - Y
6Z z���� HHHHr HHHHj @@r����v�������@@' = rv
'Se dice que un campo de vectores es paralelo si su derivada covariante respectoa cualquier otro campo de vectores es nula; y que un campo de vectores esparalelo a lo largo de una curva si su derivada covariante respesto al vectortangente a la curva es nula.Demostrar que que el campo de vectores @@z es paralelo y que los campos @@r y@@' son paralelos a lo largo de las rectas paralelas al eje Z.146. Se de�ne la diferencial covariante de un campo tensorial A de tipo (r; s) sobreuna variedad diferenciable M, como el campo de tensores de tipo (r; s + 1),rA, tal que(rA)(X1; : : : ;Xs;X; �1; : : : ; �r) = (rXA)(X1; : : : ;Xs; �1; : : : ; �r)para todo X;Xi 2 X(M) y �j 2 
1(M).Comprobar que, si respecto a un sistema coordenado las componentes de Ason Ai1���irj1���js , las de rA vienen dadas porAi1���irj1���js;k = @Ai1���irj1 ���js@xk + rX�=1 nX̀=1 �i�k`Ai1���i��1`i�+1���irj1���js !�� sX�=1 nXh=1�hkj�Ai1���irj1 ���j��1hj�+1���js! :Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



Ejercicios 207147. Si Y es un campo de vectores sobre una curva �, entoncesrYdt (s) = limt!0 1t ���1t �Y (s+ t)� � Y (s)�donde �t es el desplazamiento paralelo a lo largo de la curva � de �(s) a �(s+t).148. En una variedadM con una conexi�on r, respecto a un sistema de coordenadas(x1; : : : ; xn), de�nimos las componentes del tensor curvatura porR� @@xk ; @@x`� @@xj = nXi=1 Rijk` @@xi :Entonces Rijk` = @�ìj@xk � @�ikj@x` + nXh=1 ��h̀j�ikh � �hkj�ìh� :149. Sea r la conexi�on de Levi{Civita sobre una variedad de Riemann (M; g). Con-sideremos en un entorno abierto U deM un campo de referencias fE1: : : : ; Engy sus correspondientes 1{formas duales f�1; : : : ; �ng, de�nimos las formas deconexi�on �kj por �kj (Ei) = �kij ;siendo �kij los s��mbolos de Christo�el en U respecto a fE1; : : : ; Eng; o searEiEj = nXk=1�kijEk. EstablecerrXEi = nXk=1 �ki (X)Ekd�i = nXj=1 �j ^ �ij (1a� ecuaci�on de estructura)dgij = nXk=1 ��ki gkj + �kj gki�donde gij = g(Ei; Ej).En particular, si fE1; : : : ; Eng es una referencia ortonormald�i = nXj=1 �j ^ �ij ; �kj + �jk = 0:150. Sea U un entorno abierto en una variedad semi{riemanniana (M; g) tal quesobre U est�a de�nido un campo de referencias fE1; : : : ; Eng y sus 1{formasVariedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



208 Ejerciciosduales f�1; : : : ; �ng. Si Rjik` son las componentes del tensor curvatura respectoa esta referencia; es decir,R(Ek; E`)Ei = nXj=1Rjik`Ej ;de�nimos las n2 2{formas 
ji , llamadas formas de curvatura, por
ji = X1�k<`�nRjik`�k ^ �` = 12 nXk;`=1Rjik`�k ^ �`:Veri�car que
ji = d�ji � nXk=1 �ki ^ �jk (2a� ecuaci�on de estructura)donde �kj son las formas de conexi�on, dadas por �kj (Ei) = �kij , y �kij los s��mbolosde Christo�el en U , respecto a fE1; : : : ; Eng:151. Probar que dada una conexi�on lineal arbitraria de coe�cientes �ijk, los coe�-cientes �ijk = 12 (�ijk + �ikj)de�nen una nueva conexi�on. SeaK`k = nXi=1 ��ii`;k � �iik;`� =: nXi=1 @�ii`@xk � @�iik@x` ! :>Son las K`k componentes de un tensor de tipo (0; 2)?152. Probar que respecto a una conexi�on sim�etrica (sin torsi�on), para cualquier una1{forma �, se tiene �i;j � �j;i = �i;j � �j;i. Y para A 2 T02(M), antisim�etrico:Aij;k +Ajk;i +Aki;j = Aij;k +Ajk;i +Aki;j :153. En una variedad semi{riemannianaM, con tensor m�etrico g y tensor curvaturaR, denotamos por jgj el determinante de (gij) respecto a un sistema coordenado(x1; : : : ; xn).Establecer que nXi=1 �iik = 12 @ lnjgj@xk = 1pjgj @pjgj@xk :Deducir de esto que la contracci�on C11R = 0.Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997
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SIMBOLOS

[A] : saturado de A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10(A; i) : subvariedad can�onica : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31A : atlas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3Bn0 (") : Bola abierta de radio " y centro en el origen : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2Bk(M; d) : formas diferenciales exactas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88c(A) : contenido de A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 126Cn0 (") : Entorno abierto c�ubico de lado " y centro en el origen : : : : : : : : : : : : : : 2Ck : clase k : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1C1 : clase 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2C! : anal��tica : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2C � : n�umeros complejos no nulos : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43Ck̀ : contracci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59dxi : diferencial de las funciones coordenadas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25df : diferencial de f : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26Df : dominio de f : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12D(x) : derivaciones en x : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20DXY : derivada covariante en IRn : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 143E : distribuci�on o sistema diferencial : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 107F(x) : funciones diferenciables en x : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12F(M) : funciones diferenciables en M : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12F(M1;M2) : aplicaciones diferenciables de M1 en M2 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14F � : imagen rec��proca : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27F� : aplicaci�on inducida entre espacios tangentes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23~F : aplicaci�on leida en cartas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28G : grupo de Lie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42GL(n; IR) : grupo lineal general : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6gl(n; IR) : matrices cuadradas de orden n con coe�entes reales : : : : : : : : : : : : : 43G(M) : �algebra de Gassmann : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 82Hk(M; d) : grupo de cohomolog��a de de Rham : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88Hv : subespacio horizontal en T (M) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 160211



212 S��mbolosJ(h) : jacobiano de h : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71L(E;F ) : aplicaciones lineales : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 56L2(E � F;G) : aplicaciones bilineales : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 55Ls(E� s)� � � �E; IR) : aplicaciones multilineales : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59Ls;r(E� s)� � � �E �E� r)� � � �E�; IR) : aplicaciones multilineales : : : : : : : : : : : : : : 61L(M) : �brado de referencias lineales sobre M : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 164LX Y : derivada de Lie de un campo de vectores : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100LX K : derivada de Lie de un campo de tensores : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 104m(A) : medida de A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 126M : variedad diferenciable : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4(M;A) : estructura diferenciable : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4(M; g) : variedad riemanniana o de Riemann : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 117(N; F ) : subvariedad : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31O(n) : grupo ortogonal : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 49Pn(IR) : espacio proyectivo : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6IRn : espacio eucl��deo n{dimensional : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2IR� : n�umeros reales no nulos : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43sop(g) : soporte de g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 77Sn : esfera unidad : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5SL(n; IR) : grupo lineal especial : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 48SO(3; IR) : grupo ortogonal especial : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9T (E) : �algebra tensorial : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 58T (M) : �brado tangente : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70T �(M) : �brado cotangente : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 73Tx(M) : espacio tangente a M en x : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17T �x (M) : espacio cotangente a M en x : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25T rs (M) : �brado tensorial : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76(U;') : sistema coordenado o carta local : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2v(f) : derivada direccional : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 143volD : volumen de un dominio de integraci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 132Vv : subespacio vertical en T (M) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 160X=� : espacio cociente : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10Zk(M; d) : formas diferenciales cerradas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88�ij : deltas de Kronecker : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25_ : vector tangente a una curva : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24�� : signatura de la permuraci�on � : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63�A : funci�on caracter��stica : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 127
(M) : formas diferenciables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 81
1(M) : 1{formas diferenciables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 74
k(M) : k{formas diferenciables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 81
nI (M) : n{formas integrables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 130Sp : grupo de permutaciones de p elementos : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63T(M) : campos de tensores diferenciables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80Variedades diferenciables: Angel Montesdeoca: La Laguna; 1997



S��mbolos 213Trs(M) : campos de tensores de tipo (r,s) diferenciables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 77X(M) : campos de vectores diferenciables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72@D : borde de D : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 126@M : borde de una variedad : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 135@@xi : vectores tangentes b�asicos : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17[a; b] : intervalo cerrado : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24(E 
 F;') : producto tensorial de dos espacios vectoriales : : : : : : : : : : : : : : : : : 51f1 
 f2 : producto tensorial de aplicaciones lineales : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54u
 v : producto tensorial de vectores : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53� ^ � : producto exterior de formas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64� ^ � : producto exterior de formas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67Nr E : espacio tensorial contravariante de grado r : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57NsE : espacio tensorial covariante de grado s : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57Nrs E : espacio tensorial de tipo (r,s) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57Nrs Tx(M) : tensores de tipo (r; s) en x : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69VpE� : espacio de las p{formas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63VE� : �algebra exterior : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63VpE : espacio de tensores contravariantes antisim�etricos : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68VE : �algebra exterior : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68Vp T �x (M) : espacio de las p{formas en x : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69rXY : derivada covariante de Y con respecto a X : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 145
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